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La prima versione degli Elementi d’Algebradei Si- 
gnor Lacroix, stampata in Napoli nel i835, venne ese- 
guila sulla decimaterza edizione di Parigi; questa seconda 
è stata fatta con accuratezza maggiore sull edizione deci- 
maquinla,la quale,essendo l’ultima venuta in luce sin’og- 
gi riveduta e corretta dall’autore, ed anche in alcuni luo- 
ghi ritoccata, è certamente più pregevole dellepreccdenli. 

Per meglio illustrare questa reputala istituzione, ed 
in pari tempo renderla più compiuta, le poche note ed 
aggiunte che nella prima versione furono poste a piè di 
pagina o interpolate nel testo, si sono nella presente ri- 
stampa considerabilmcntc aumentate; ma per non altera- 
re l’ originale, e singolarmente per ottenere il vantaggio 
di disporle in un sol corpo di dottrina, si sono tutte col- 
locale alla fine dell’opera. 

I particolari di queste nuove note ed aggiuzioni si 
leggono nell’indice corrispondente: la loro utilità, egli 
obbietti particolari cui si è mirato nel distenderle , sono 
dichiarati nell’introduzione ad esse. 

Gii errori di stampa, anche minimi, incorsi nel testo, 
si trovano corretti nella pagina seguente ; quelli nelle 
annotazioni, alla fine delle medesime. • 
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Della moltiplicazione delle quantità algebriche, pagina 29 
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Risoluzione di alcuni problemi, pagina 
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Nota sopra ì cangiamenti di valore dei polinomi , pagina 
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yilfabeto per facilitare la lettura dei calcoli in cui 
si fa uso delle lettere greche. 



A , * s 

r,y . 

A, S . 
E,s . 

z,? . 

H, »i . 

e,® . 
V . 

K,„ . 
A, A . 

M, (t . 

N, v . 

. 

O , 0 . 
n, #, « 

p, p . 

5 , «, « 

T.r, . 

r,o . 
*> 9 • 

X,x . 
4 • 

fi, 03 . 



Alfa. 

lieta. 

Gamma. 

Delta. 

Epsilon. 

Zeta. 

Età, 

Tela 

Iota. 

Cappa 

Lamnda 

Hi. 

Ni. 

Xi. 

Omicron. 

Pi. 

no. 

Sigma. 

Tau. 

Ypsilon. 

Fi. 

Clii. 

Pai. 

Omega. 
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1. -i sei Trattato elementare di Aritmetica ha dovuto certamen- 
te osservarsi, che la soluzione di parecchie questioni si compone di 
due parti ; delle quali una ha per oggetto d' investigare a quali 
delle quattro operazioni fondamentali si rapporta la determina- 
zione del numero ignoto per mezzo dei numeri dati, e l’ altra , 
l'applicazione di queste regole. La prima parte, indipendente da 
qualunque maniera di scrivere i numeri e da qualsivoglia si- 
stema di numerazione, consiste interamente nello sviluppo delle 
conseguenze che risultano esplicitamente o implicitamente dal- 
l’enunciato, o sia dal modo col quale questo enunciato lega i nu- 
meri cogniti ai numeri ignoti, cioè, dalle relazioni che esso sta- 
bilisce tra questi numeri. In generale , allorché tali relazioni non 
sono punto complicate , si può trovare il valore dei numeri in- 
cogniti col semplice ragionamento. A tal fine bisogna decom- 
porre le condizioni che racchiudono, le relazioni enunciato , 
traducendo queste relazioni in una serie di frasi equivalenti , 
delle quali 1’ ultima dev’ esser concepita in questi termini : 
L' incognita eguaglia la somma, o la differenza, o il prodotto, o 
il quoziente , re. , di tali e tali altre grandezze. L’esempio seguente 
rischiarerà tutto ciò che queste nozioni generali potrebbero con- 
tenere di oscuro. * 

Dividere un numero dato in due parli tali , che la prima 
superi la seconda cT un dato eccesso. 

Per riuscirvi , si osserverà l.° che 

La parte maggiore è uguale alla minore , più V eccesso dato, 

1 
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c che, per conseguenza, se la parte minore fosso cognita, ag- 
giungendole quest’ eccesso , otterrebbe si la maggiore : 

2 ." che 

La parte maggiore unita alla minore forma il numero da 
dividersi. 

Sostituendo in quest’ ultima frase alle parole : la parte mag- 
giorc , f espressione equivalente riportata qui sopra , cioè : la 
parte minore , più l’ eccesso dato , si trova che 

La parte minore , più V eccesso dato , più ancora la parte 
minore formano il numero da dividersi. 

Ma allora la frase può essere abbreviata, enunciandola cosi: 

Due volte la parte minore una con l' eccesso dato formano il 
numero da dividersi ; 
c se ne conchiude necessariamente che 

Due volte la parte minore è uguale al numero da dividersi , 
diminuito dell’ eccesso dato : 
dunque 

Una volta la parte minore è uguale alla metà della diffe- 
renza tra il numero da dividersi e l’ eccesso dato , 

Ovvero , il che torna lo stesso , 

La parte minore è uguale alla m là del numero da divider- 
si , meno la metà dell’ eccesso dato. 

Ecco dunque il problema proposto risoluto, giacché, por ot- 
tenere le parti cercate, non bisogna faro che operazioni puramente 
aritmetiche sopra numeri cogniti. 

Se , per esempio , il numero da dividersi fosse 0 , e l’ ec- 
cesso della parte maggiore sulla minore, 5, la parto minore sareb- 

9 5 

be, giusta la regola trovata di sopra, eguale a — meno — , ov- 

k 2 

vero a — , o finalmente a 2 ; c la maggiore , composta della 
2 * 

minore più l’ eccesso 5 , sarebbe uguale a 7. 

2 . 1 ragionamenti , semplicissimi nel problema proposto 
qui sopra, ma complicatissimi in altri, componendosi in gene- 
rale d’ un certo numero di espressioni , come aggiunto ad, di- 
minuito di, è uguale ad, ec., ripetute frequentemente, e dipen- 
denti dalle operazioni per lo quali le grandezze , che entrano 
ncU’cnunciato del problema, son legate tra loro , egli è chiaro che 
si abbrevierebbe di molto , rappresentando ciascuna di questo 
espressioni con un segno : or questo appunto si pratica, c nel mo- 
do seguente. 

Per indicare l'addizione si fa uso del segno -j- , che signi- 
fica più. 

Per la sottrazione s’adopera il segno — , che significa meno. 

Per la moltiplicazione s’ impiega il seguo X , che significa 
moltiplicalo per. 

Per indicare clic due quantità deggiono esser divise l’ una 
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|jcr l’altra . si situa la seconda sotto la prima, e si separauo 



cou una linea 



cosi — significa 5 diviso per k. 

4 - 



Finalmente per denotare che due quantità sono eguali, si 
pone tra le loro espressioni il segno = , che significa uguale. 

Queste abbreviazioni, benché rilevantissime , non sono an- 
cora bastanti, perché rimane a ripetere spesso il numero da di- 
vidersi , il numero dato, ce., la parte minore , il numero cerca- 
to , ec. , il che allunga molto il discorso. Intanto , riguardo 
alle quantità date, l’espediente che si è offerto il primo, é sta- 
to di prendere , per rappresentarle, numeri individuati che ser- 
vano d' esempio , come si pratica in Aritmetica ; ma la cosa 
non essendo possibile rispetto ai numeri incogniti, fu ad essi 
sostituito un segno di convenzione, il quale ha variato col tempo. 
Finalmente é stato convenuto d’ impiegare le lettere dell’ al- 
fabeto ; quasi sempre si fa uso delle ultime, come appunto in 
Aritmetica si mette un x per il quarto termine d’una propor- 
zione , della quale non si conoscano che i tre primi : dall’ uso 
di questi segni risulta 1’ Algebra. 

Avvalendomi di questi mezzi , riprendo il problema del 
n.° 1. , o rappresento l’ incognita, cioè il numero minore, cou una 
lettera, con x, per esempio ; il numero da dividersi e l’eccesso 
dato coi due numeri 9 e 5 ; allora la maggioro delle parti cerca- 
to sarà espressa dax-j-5, e la loro somma da x + 5 + x : 
si avrà dunque 



x -f- 5 + x = 9 ; 

e scrivendo 2x pel doppio della quantità x, ne risulterà 
2x -j- 5 = 9. 

Questa espressione mostrando che bisogna aggiungere o al nu- 
mero 2x per aver 9 , ne conchiuderò che 2x = 9 — 5 , ov- 

h 

vero che 2x — k , c clic finalmente x = — = 2. 

Confrontando adesso ciò che significano le frasi abbreviale, 
che ho scritto per mezzo dei segni convenuti , con quelle che 
mi hanno condotto alla soluzione col solo ragionamento, si ve- 
drà che le prime non sono che la traduzione delle altre in lin- 
guaggio algebrico. 

11 numero 2, resultamento delle operazioni precedenti, non 
conviene che all’ esempio particolare che ho scelto ; laddove il 
ragionamento solo , insegnandoci che la parte minore è uguale 
alla metà del numero da dividersi . , meno la metà dell’eccesso da- 
to , fa vedere come il numero incognito si compone coi numeri 
dati, c somministra una regola , per mezzo della quale si pos- 
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som» risolvere tutti i casi particolari compresi nel problema 
enunciato. 

Questo vantaggio del ragionamento , impiegato solo , di- 
pende da ciò , che non indicando alcun numero in particolare, 
ì numeri dati passano senz'alterazione da una frase all'altra, 
mentre considerando numeri individuati , si effettuano, a mi- 
sura che si presentano, tutte le operazioni sopra questi numeri ; 
e quando si è ottenuto il risultamento , non resta alcuna trac- 
cia del come il numero 2 , al quale si può giungere con un’ in- 
finità d’ operazioni differenti , sia stato formato per mezzo dei 
numeri dati 9 e 5, 

3. Si eviteranno questi Inconvenienti rappresentando il nu- 
mero da dividerti e l' eccetto dato con caratteri indipendenti da 
qualunque valore particolare, e sopra i quali non sì possa per 
conseguenza effettuare alcun calcolo. Le lettere dell'alfabeto sono, 
adattissime a quest'uso; ed il problema preposto può col mezzo 
loro enunciarsi cosi : 

Dividere un numero cognito , rappresentato da a , in duo 
parti tali , che la maggiore abbia sulla minore un eccesso dato , 
rappresentato da b. 

Denotando tuttavia la parte minore con x , 

La maggiore sarà espressa da x + 6 ; 

La loro somma , o il numero da dividersi , sarà equiva- 
lente ad x -f- b -f- x , ovvero a 2x -f- 6 : 

La condizione del problema darà dunque 

2<r -f- b — «. 



Ora ò manifesto clie se bisogna aggiungere al dop- 
pio di x, o a 2.r, la quantità b, per fare la quantità a, ne ri- 
sulta che bisogna diminuire a di b per ottenere 2x, e che per 
conseguenza 2x — a — b , 

Da ciò si conchiuderà essere la metà di 2x, ovvero x — 

Quest’ ultimo risultamento essendo tradotto in linguaggio 
ordinario mediante la sostituzione delle parole c delle frasi 
che sono indicate dalle lettere e dai segni che esso contiene , 
somministra la regola trovata qui sopra , secondo la quale , per 
ottenere la minore delle parti cercate , si dee dalla metà del nu- 



mero da dividersi , cioè da — 

.. & * 
coi-. 



togliere la metà dell'eccesso dato y 



Conoscendo la parte minoro , sì formerà la maggiore con 
aggiungere alla minore 1’ eccesso dato. Questa osservazione è 
sufficiente per finir di risolvere il problema proposto •» ma 
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V Algebra dà di più ; essa somministra una regola per calcolare 
la parte maggiore senza il soccorso della minore , ed ecco co- 



me : 




dell’ eccesso b 



essendo il valore di quest’ ultima, aumentandolo 

, si avrà per la parte maggiore ~ b ; 

4 fi 



ora T"T + b esprime che, dopo aver tolta da ~ la metà di 
b , bisogna aggiungere al resto il b tutto intero , ovvero due 
metà di b ; il che importa aumentare —■ d’ una metà di b , 

4 



ovvero di ^ . Risulta da ciò che ~ ~ -f- b si riduce ad 

a b 

^ + "2 » 6 traduceudo quest’ espressione in linguaggio ordina- 



rio , si scopre che la maggiore delle due parli cercate è uguale 
alla metà del numero da dividersi aggiuntavi la metà del dato eccesso. 

Nel problema particolare , di cui mi sono occupato in pri- 
mo luogo , il numero da dividersi era 9 , e l’eccesso d' una 
parte sull’ altra, 5 ; ora per risolverlo colle regole alle quali 
sono ultimamente pervenuto , bisognerà eseguire sui numeri 9 
e 5 le operazioni indicate sopra a e b, 

9 5 

Intanto essendo — la metà di 9 , e — quella di 5 , per 



la parte minore si avrà 



e per la maggioro 




4. Ho chiamato x la minore delle due. parti , e n'ho de- 
dotto la maggiore ; se si volesse cercare direttamente quest’ ul- 
tima , si osserverebbe che rappresentandola con x, l’altra sa- 
rebbe x — b-, poiché si passa dalla maggiore alla minore , to- 
gliendo r eccesso della prima sulla seconda ; il numero da di- 
vidersi sarebbe allora espresso da x — b x , owero da 
2x — 6 , e si avrebbe per conseguenza 



2x — b z= a. 

Questo risultamento fa vedere che 2x sorpassa la quantità <* 
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della quantità b , e che in conseguenza 2 x — a b. Prendendo 
la metà di 2.r c della quantità che 1’ è uguale , onde avere 
il valore di x , si ottiene 




il che dà , per calcolare la maggiore delle due parti cercate , 
la medesima regola scoperta qui sopra. Non mi tratterrò a de- 
durne l’espressione della minore. 

La stessa relazione tra numeri'dati c numeri incogniti può 
essere enunciata in più maniere differenti ; quella che ita dato 
luogo al precedente problema , risulta ancora dall' enunciato se- 
guente : 

Conoscendo la somma a di due numeri e la lor differenza 
b, trovare ciascuno di questi numeri ; poiché, in altri termiui, 
il numero da dividersi è la somma delle due parti cercate , e 
la lor differenza è 1’ eccesso della maggiore sulla minore. Ora 
so nelle regole trovate di sopra s’introduce il cangiamento 
avvenuto nei termini dell’ enunciato , esse si muteranno in que- 
st’ altre. 

Il minore dei due numeri cercati è eguale alla metà della 
loro somma , meno la metà della lor differenza ; 

Il maggiore è eguale alla metà della loro somma , piu la 
metà della lor differenza. 

5. Ecco un problema analogo al precedente , ma un poco 
più complicato. 

Dividere un numero dato in Ire parli tali , che V eccesso del- 
la media sulla minore sia un numero dato , e l’ eccesso della mag- 
giore sulla media sia un altro numero dato. 

Per (issare le idee darò primieramente ai numeri cogniti 
valori individuati : 

Supporrò che il numero da dividersi sia 230 ; 

Che l’eccesso della parte media sulla minore sia 40, 

Che l’ eccesso della parte maggiore sulla media sia 00. 

Indicando la parte minore con x , 

La media sarà la minore più 40 , ovvero x + 40 , 

E la maggiore sarà la media più 00 , ovvero x -|- 40 + 00. 

Ora le tre parti unito insieme debbono fare il numero da di- 
vidersi ; dunque 

x + x -f- 40 + x + 40 -f 60 = 230. 

E riunendo da una parte i numeri dati, c dall’altra i numeri 
incogniti , x si troverà 3 volte nel risultamcnto ; dunque per 
compendio si scriverà 

3* -f 140 = 230. 
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Ma poiché bisogna aggiùngere HO al triplo di x per fare 230 , 
s’ inferisce che togliendo HO da 230 , si avrà precisamente il 
triplo di x , e che 

3x = 230 — HO , 



owero che 

3x = 90 ; 

90 

e da ciò segue che x = — - , cioè = 30. 

u 

Aggiungendo a 30 1’ eccesso 40 della media sulla parte 
minore , si avrà 70 per la parte media. 

Ed aggiungendo a 70 l’eccesso 60 della parte maggiore * 
sulla media , si otterrà 130 per la parto maggiore. 

6. Se i numeri cogniti fossero differenti da quelli da mo 
posti nell’ enunciato , si risolverebbe pure il problema seguendo 
la via tracciata nel paragrafo precedente ; ma uno sarebbe ob- 
bligato a ripetere tutti i ragionamenti e tutte le operazioni 
posti in uso per giungere al numero 30 , poiché nulla fa vedere 
come questo numero si formi per mezzo dei numeri dati 230, 

40 e 60. Per rendere la soluzione indipendente dai valori par- 
ticolari dei numeri , e per far vedere ad un tempo come il 
valor dell’ incognita si formi per mezzo delle quantità cognite, 
enuncierò il problema in questo modo : 

Dividere un numero dòlo a in tre parli tali , che V eccesso 
della media sulla minore sia un numero dato b , e l’ eccesso del- 
la maggiore sulla media sia un numero dato c. 

Chiamando , come sopra , x la quantità incognita, e scri- 
vendo coll’ aiuto dei segni convenuti e dei simboli a , b , c , 
che rappresentano le quantità cognite del problema , i ragio- 
namenti fatti prcccdeutemeute sopra i numeri , si formerà di 
nuovo 

la parte minore x , 
la media x -f- b , 

la maggiore x -|- b -f- c ; 

c la riunione di queste tre parti dovendo comporre il numero 
da dividersi, bisognerà che 

x + x + * + X + b + cx=a. 

Questa espressione, per quanto sia semplice, può ancora ab- 
breviarsi ; poiché siccome essa fa vedere che x entra tre vol- 
te nel numero da dividersi, o che b v’ entra duo volte , cosi in 
vece di x + x + x scriverò 3x , ed in vece di -f- b -j- b l’ e- 
spressionc equivalente 26 , c si otterrà 

3x -f- 26 -j- c =z a. 



Dìgilized by Googte 




8 



ULEMA NT! 



Questa ùltimi espressione fa conoscere die bisogna aggiun- 
gere al triplo del numero rappresentato da x il doppio del nu- 
mero rappresentato da 6 , ed oltracciò il numero rappresenta- 
te da c , per formare il numero a ; laonde , se dal numero a 
si toglie il doppio del numero 6 , e poi ancora il numero c , 
si avrà precisamente il triplo di .*■; dunque 

3 x~a — 26 — c : 

ora essendo x il terzo di tre volte x , cioè di 3ar , si conchiu- 
derà che 



a — 26 — c 




Si osservi pertanto che non avendo assegnato alcun valo- 
re particolare ai numeri rappresentati da a , 6 , c , neppure il 
risultamento cui son giunto, dà alcun valore particolare per x ; 
esso denota soltanto quali operazioni bisogna fare sopra questi 
numeri, allorché si assegna loro un valore, per dedurne quel- 
lo del numero incognito. 



' Infatti l’ espressione 



a — 26 — c 
3 



, alla quale x è uguale , 



può esser tradotta nel linguaggio ordinario, scrivendo in luogo 
delle lettere le denominazioni dei numeri cogniti da esse rap- 
presentati , ed in vece dei segni 1’ enunciazione delle opera- 
zioni che essi indicano ; si formerà cosi questa frase : 

Dal numero da dividersi si tolga il doppio dell' eccesso della 
parte media sulla minore , ed inoltre V eccesso della maggiore 
sulla media , e si prenda il terzo del resto. 

Seguendo questa frase letteralmente , si determinerà la 
parte minore mediante le prime operazioni dell’ Aritmetica. Il 
numero da dividersi sia , per esempio , 230 , e gli eccessi 10 
e 60 , appunto come nel numero antecedente ; per determina- 
re la parte minore si toglierà da 230 due volte 10 , cioè 80 , 
e 60 , e rimarrà 90 , di cui il terzo , cioè 30 , sarà la parte 
minore cercata , come di già si è trovato. 

Che se il numero da dividersi fosse 520 , e 1 due eccessi 
50 e 120 ; si sottrarrebbe da 520 il doppio di 50 , cioè 100, 
e 120 ; rimarrebbe così 300 , il cui terzo , cioè 100 , sarebbe 
la parte minore ; si troverebbero le altre due parti aggiungen- 
do 50 a 100 , il che farebbe 150, e poi 120 a questo risul- 
tamento , il che darebbe 270 ; in tal modo le parti domanda- 
te sarebbero 

100, 150 , 270, 



e la loro somma formerebbe 520, come richiede il problema. 
Dunque , a parlar proprio , i risultameli algebrici il più 
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delle volte non sono che indicazioni di operazioni da farsi sopra 
certi numeri por trovarne altri ; ed appunto per questa ragiono 
essi risultamenti in generale si chiamono forinole. 

Questo problema, benché più complicato di quello del nu- 
mero 1 , può ancora essere risoluto col linguaggio ordinario ; 
ciò rendesi manifesto dall’ annessa Tavola, ove di fronte a cia- 
scun ragionamento si è posta la sua traduzione in caratteri al- 
gebrici. L’esame attento di cotesto quadro non dee lasciare al- 
cun dubbio sull’ utilità dell’ Algebra , e sullo circostanze della di 
lei invenzione. 



o 
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7. I sogni convenuti nel numero 2 noti sono i soli di cui 
!' Algebra si serve ; nuove considerazioni introdurranno in se- 
guito nuovi segni. Si è già dovuto osservare che per indicare 
nel numero 2 la moltiplicazione di x per 2, e nei numeri 5 
c 6 quella di x per 3, e di 6 per 2, ho posto solamente que- 
ste cifre avanti le lettere x a b senz’ alcuna interposizione di 
segno , e cosi farò d’ ora innanzi f di maniera che ogni nu- 
mero posto alla Ministra d' una lettera sarà moltiplicatore del 
numero da questa rappresentato : cosi le espressioni 5x, 5a, ec. 



indicheranno 5 volte x, cinque volte a, ec. ;-.x, o l'espressio- 
3x 3 * 

ne equivalente — , ec. indicheranno i— dia;, ovvero 3 vol- 



te x diviso per fc , ec. 

In generale la moltiplicazione si denoterà d' ora in poi pó- 
nendo i fattori di seguito gli uni agli altri senza alcuna frap- 
posizione di segno , tutte le volte però che non sia per risul- 
tarne confusione. 

Così le espressioni ax , be , ec. saranno equivalenti ad 
« X ec, b X c , ec. ; ma non si potrà mai fare a meno del se- 
gno X allorché si tratterà di numeri, perchè allora l’espressio- 
ne 3 X 5 , il cui valore è 15 , divenendo 35 per 1’ ommissiono 
del segno X > cangerebbe interamente di significato. In questo 
caso si suole anche sostituire spesso un punto al segno X . e 
si scrive 3 , 5. 



Delle Equazioni . 

8. Esaminando attentamente la risoluzione dei problemi 
enunciati nei 3 e 6, si troverà composta di due parti ben di- 
stinte. Nella prima si esprimono col mezzo dei caratteri alge- 
brici le relazioni che l'enunciato del problema stabilisce tra le 
quantità cognite e le quantità incognite ; e ciò conduce ad egua- 
gliare due quantità tra loro , cioè : 

Nel numero 3, le quantità 2x 6 ed a , 

Nel numero 6, le quantità 3# -J- 26 c e d a. 

Poi da questa eguaglianza si deduce una serie di conse- 
guenze, le quali menano finalmente ad uguagliare l’ incognita x 
ad un aggregato di quantità date, connesse tra loro per mezzo 
di operazioni che si sanno eseguire ; ecco la seconda parte della 
risoluzione. 

Le due parti che ho indicate, si trovano in quasi tutti i 
problemi che sono del dominio dell’ Algebra. È difficile dare, 
almeno per ora , una regola in virtù della quale si possa ef- 
fettuare la prima parte , quella , cioè , che ha per oggetto la 
traduzione in caratteri algebrici delle condizioni della quistione. 
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Per riuscirvi , è mestieri familiarizzarsi colla scrittura algebrica , 
ed acquistare l’abitudine di decomporre l’ enunciato di un pro- 
blema in tutte le sue circostanze , si esplicite , che implicite. 
Ma quando uno è pervenuto a formare i due numeri, che la 
quistione suppone uguali fra loro , potrà con andamenti meto- 
dici dedurre da questa espressione algebrica il valore dell’ in- 
cognita , e ciò forma l’ oggetto della seconda parte della ri- 
soluzione. Ma prima di far conoscere questi metodi, spiegherò 
il significato di alcune denominazioni usate dagli Algebristi a 
tal uopo. 

Si chiama equazione l’uguaglianza di due quantità. 

L’ aggregato delle quantità che stanno da una medesima 
parte del segno = , si dice membro ; ogni equazione ha duo 

membri. _ 

Quello che sta a sinistra si nomina il primo membro, 1 al- 
tro è il secondo. 

Nell’ equazione 2x b — a , 2x - b è il primo membro, 
a è il secondo membro. 

Le quantità che compongono un medesimo membro, allorché 
vengono separate dai segni -j- o — , si chiamano termini. 

Così il primo membro dell’equazione 2x -J- b = a contiene 
due termini , e sono : 2x e + 6 . 



L’ equazione ~ x + 7 Sx — 12 ha due termini in cia- 



scun de’ suoi membri, cioè : 

3 

— x e + 7 nel primo, 8x e — 12 , nel secondo. 

Quantunque abbia io preso a caso , e solo per servire 

d’ esempio , l’ equazione — x -j- 7 = 8 # — 12 , puro essa , al 

pari di tutte le altre di cui parlerò in appresso , dev’ essere 
riguardata come proveniente da un problema , di cui si potrà 
sempre trovare un’enunciazione, traducendo in linguaggio ordina- 
rio l’ equazione proposta. Quella di cui si tratta si riduce a 

w . 3 _. 

Trovare un numero x tale , che aggiungendo 7 a » di li 



la somma sia eguale ad 8 volte x meno 12 . 

Parimente l’equazione ax -}- bc — ex = ac — bx nella quale 
le lettere a, b, c, rappresentano quantità cognite, corrispondo 
alla quistione seguente: 

Trovare un numero x tale , che moltiplicandolo per un nu- 
mero dato a , poi aggiungendovi il prodotto de' due numeri dati 
J) e c , e togliendo da questa somma il prodotto del numero dato 
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c pel numero x , abbiasi un risultamento eguale al prodotto dei 
numeri a e c diminuito di quello ilei numeri b e x. 

Coll’ esercitarsi molto a passare dal linguaggio ordinario 
alla scrittura algebrica, ed a tradurre questa nel primo, si per- 
verrà a familiarizzarsi coll’Algebra, la cui difficoltà non consi- 
ste in altro che nella perfetta intelligenza dei segni, e nell’uso 
dei medesimi. 

Risolvere un’equazione significa ricavare da essa il valo- 
re dell’ incognita , cioè ridurla ad un’ altra equazione , in un 
membro della quale si trovi la sola incognita, c nell’altro le sole 
quantità cognite. 

Le equazioni si sono divise in più classi o gradi , perchè 
i diversi problemi, che possono aversi a risolvere , conducono 
ad equazioni più o meno composte. Imprendo ad occuparmi 
primieramente delle equazioni di primo grado. Si chiamano con 
questo nome le equazioni nelle quali le incognite non sono mol- 
tiplicate nè per se stesse, nè fra di loro. 



Della risoluzione delle equazioni di primo grado 
ad una sola incognita. 



9. Si è già veduto che risolvere un’equazione vuol dire 
giungere ad una espressione nella quale l’ incognita sola in un 
membro sia eguagliata a quantità cognite , combinate tra loro 
per mezzo di operazioni che si sappiano eseguire. Risulta da 
ciò che , per ridurre un’equazione a questo stato , è necessa- 
rio liberare l’ incognita dalle quantità cognite colle quali si tro- 
va combinata : ora l’ incognita può trovarsi involta in tre modi 
diversi tra le quantità cognite : 

1. ° Per addiziono e sottrazione , corno nelle equazioni 

x -f- 5 = 9 — x , 
a -{- x—b — x ; 

2. ° Per addizione , sottrazione e moltiplicazione , come 
nelle equazioni 

nx — 5=12+4x , 
a x — b ex d', 



3.° Finalmente per addizione , sottrazione, moltiplicazione 
e divisione , come nello equazioni 



5a: , 0 11 , „ 

3 *+ 8 = Ti x + 9 ’ 



ax 

T 



-J -ex — 



d= 



m.v p 

n +r 
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Si sviluppa l' incognita dallo addizioni c dallo sottrazioni, nel- 
le quali essa entra colle quantità cognite , riunendo in un 
sol membro tutti i termini ove la medesima si trova ; e per 
questo (ine è necessario imparare come si trasporli un termine da 
un membro all' altro. 

10. Per esempio , peli’ equazione 

7x — 5 = 12 + ix 

bisogna far passare il termine ir dal secondo membro al pri- 
mo , ed il termine — 5 dal primo al secondo. A tale oggetto 
si osservi che cancellando -f- kx nel secondo membro , si vie- 
ne a diminuir questo della quantità \x , e che perciò bisogna 
operare la medesima sottrazione anche nel primo membro , a li- 
ne di conservar l’eguaglianza di questi due membri : siscriverà 
dunque — kx nel primo membro, il quale diverrà Ix — 5 — '*x- T 
c cosi avrassi 

7x — 5 — ix = 12. 

Cancellare — 5 dal primo membro vuol dire sopprimere 
la sottrazione indicata di 5 unità ; ed in conseguenza vuol di- 
re aumentar questo membro di 5 unità; si dee dunque, per 
conservar l' eguaglianza , aumentar pure il secondo membro 
di o unità , ovvero scrivere -j- o in questo membro ; esso di- 
verrà cosi 12 -j- 5, e si otterrà 

7x — Jkr = 12 -f- 5. 

Eseguendo le operazioni indicate, emergerà finalmente.l’e- 
quazione 

3r = 17. 

Da questi ragionamenti, che possono applicarsi a qualun- 
que esempio , si vedo che cancellando in un membro un ter- 
mine alletto dal segno -f- , il quale pc* conseguenza aumenta- 
va questo membro , bisogna sottrarre questo termine dall'al- 
tro membro, oppure scrivercelo col segno — ; die al contra- 
rio , quando il termine che si cancella ha il segno — , sicco- 
me con la sua presenza diminuiva il membro in cui era , bi- 
sogna aumentar l’altro membro del medesimo termine, ovve- 
ro scriverlo in quest’ultimo col segno -J-. Si ricaverà da ciò que- 
sta regola generale : 

Per far passare un termine qualunque di una equazione da 
un membro all ’ altra, bisogna cancellarlo nel membro ove si tro- 
va , e scriverlo nell' altro con un segno contrario a quello che 
prima aveva. 

Per mettere questa regola in pratica , bisogna esservare 
che quando il primo termine di ciascuno membro non è pre- 
ceduto da alcun segno , s’ intende che abbia il segno +. Cosi 
passando il termine ex dell’equazione letterale ax — k — ex d 
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dal secondo membro nel primo , si avrà 

ax — b — ex — d; 

passando in seguito il termine — b dal primo membro nel se- 
condo , verrà 

ax — cx=ztl -j- b. 

11. Per mezzo della regola precedente si possono primie- 
ramente riunire in uno dei membri tutti i termini affetti dal- 
l’ incognita, e nell’altro tutte le quantità cognite; e sotto que- 
sta forma , il membro dove si trova l’ incognita , può sempre 
scomporsi in due fattori , dei quali uno non contenga che 
quantità cognite , e l’altro la sola incognita. 

Queste abbreviazioni si presentano da sè stesse tutte le 
volte che l’equazione proposta è numerica, e non contiene fra- 
zioni, perché allora tutti i termini affetti dall' incognita si ri- 
ducono ad un solo. Se si avesse, per esempio, 10#-} -7# — 2# 
= 25 -f- 7 , eseguendo le operazioni indicate in ciascun mem- 
bro , si troverebbe successivamente 

17# — 2# = 32 , 

15#= 32 ; 

e siccome 15# si scompone nei due fattori 15 e # , si avreb- 
be il fattore incognito # , dividendo pel fattore cognito 15 il 
numero 32 , eguale al prodotto 15# : e risulterebbe 



32 




La scomposizione si fa alla stessa maniera nelle equazioni 
letterali della forma 

ax — bc ; 

perchè il termine ax indica immediatamente il prodotto di a 
per #; se ne conchiude 

he 

a ' - 

Sia ora l’equazione 

ax — 6# -J- ex = ac — bc , 

che contiene tre termini affetti dall' incognita. Poiché ax, bx , 
ex rappresentano i prodotti rispettivi di # per le quantità a \ 
ò , c, 1 espressione a# — bx - j- ex tradotta in linguaggio ordi- 
nario dà questa frase : 

Da x , preso prima tante volte quante unità sono in a , & 
stato tolto x tante volte quante unità sono in b , ed al risulta- 
mento è stata aggiunta la stessa quantità x tante volte quanto 
unità sono in c. 
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Segue dà ciò , che in totalità l’ incognita x si trova ri- 
petuta tante volte , quante unità sono nella differenza dei nu- 
meri a e b, aumentata dal numero c , vale a dire tante volte 
quanto l' indica il numero a — b + c : i due fattori del primo 
membro sono per conseguenza a — b -f- c ed x ; si ha dunque 

ac — bc 

x = — — . 

a — b-\-c 

Questo ragionamento , che può applicarsi a qualunque al- 
tro esempio , dimostra che dopo la riunione in un sol membro 
dei diversi termini affetti dall' incognita , il fattore che moltipli- 
ca ! questa incognita , si forma di tutte le quantità che la molti- 
plicano isolatamente , riunite coi segni dai quali esse son pre- 
cedute ; e si ottiene poi l'incognita dividendo il membro tutto co- 
gnito pel fattore in qnistione. 

In virtù di questa regola l’ equazione ax — 3.x = bc da 



bc 




Parimente 1’ equazione x-\-ax—c — d conduce ad 

c — d 



perchè bisogna osservare che la lettera x essendo sola , de- 
v’ essere riguardata come moltiplica per 1’ unità. Si vede d' al- 
tronde che in x -+• ax l’ incognita si trova contenuta una volta 
di più che in ax, ed è per conseguenza moltiplicata per 1 -f- a. 

12. È manifesto che se tutti i termini dell’ equazione con- 
tenessero un fattoro comune , si potrebbe togliere questo 
fattore senza turbar 1’ uguaglianza ; poiché non si farebbe che 
dividere per un medesimo numero tutte le parti delle due 
quantità che si suppongono eguali tra loro. 

Sia, per esempio , 1’ equazione 

Gabx — 9 bed = I2bdx + 15abc. 

Osservo primieramente che i numeri 6, 9, 12 e lo sono 
divisibili per 3 ; e togliendo questo fattore , non farò che 
prendere il terzo di tutte te quantità che formano 1’ equazio- 
ne ; avrò , dietro questa riduzione , 

2 abx — 3bcd = kbdx + Saie , 

perciocché se i tutti sono eguali, le loro terzo parti sono anche 
uguali. 

Osservo in seguito che la lettera b , combinata in ciascun 
termine per via di moltiplicazione , indica un fattore comune 
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a tutti questi termini ; toglierò dunque anche questa, e verrà 
2 ax — 3 cd = hdx -f- 5ac. 

Ed applicando a questa ultima equazione le regole dei nu- 
meri 10 e 11 , ne dedurrò successivamente 

2ax — hdx =i 5 ac -f- 3 cd, 

_ 5 ac -J- 3 cd 
X ~ 2 a — hd ‘ ' 



13. Passo ora alle equazioni nei cui termini si trovano di- 
visori. Quante volte l’ incognita non entra nei denominatori, po- 
trebbero ad esso immediatamente applicarsi le regole prece- 
denti ; ma spesso torna più conto di ridurre tutti i termini allo 
stesso denominatore, il quale può ommettersi dopo. 

Sia , per esempio , 1’ equazione 



9.-r hx 

- + 4 = ir + 12_ 



5£ 

7 



Osserverò che 1’ Aritmetica somministra le regole per ri- 
durre lo frazioni al medesimo denominatore, e per convertire 
gl’interi in frazioni d’una specie data ( Aritm . 79, 69), e tra- 
sformerò in virtù di queste regole in frazioni del medesimo de- 
nominatore tutti i termini dell’ equazione proposta. 

E cominciando primieramente dalle frazioni , che sono 

2 # hx 5 # 

¥ ’ Y ’ 7 ’ 



lo cangerù , con la prima delle citate regole, in 

5X7X2* 3X7X1* 3X5X5*. 

3X5X7’ 3X5X7’ 3X5X’ ’ 

poi per convertire gl’ interi h e 12 in frazioni , altro non do- 
vrà farsi che moltiplicarli pel denominatore comune delle fra- 
zioni , cioè , per 3x5x7, e si avrà 

3 X 5 X 7 X b , 3X5X7X12. 

RimeUtendo ora tutti questi termini nell’ equazione proposta , 
essa diverrà 

5X7X2* 3 X 5 X 7 X k 

3X5X7 + 3X5 X 7 



3_X7Xì* 3X5X7X12 3x5x5*. 

3X5X7 + 3X5X7 3x5x7 5 
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e si potrà mandar vili dallat.-mcdesima il denominatore comune 
a tutti i suoi termini, perchè non si farà con questo clic mol- 
tiplicare tutte lo sue parti por esso denominatore (Aritm. 51), 
il clic non turba l’uguaglianza. Tolto questo denominatore, 
verrà 

5X? X2x + 3X5XTX4 
= 3X?Xte + 3X5X7Xl2- 3 X 5 X S* , 
ovvero , eseguite le moltiplicazioni , 

70* -f 420 = 84* + 1260 — 75* , 

equazione senza denominatori, dalla quale si ricaverà il valore 
di * colle regole precedenti. 

L’ esame del risultamento testò ottenuto, ed anche la sola 
applicazione dello citate regole d’ Aritmetica, mostra ad evi- 
denza che , per liberare un’ equazione dalle frazioni , contitene 
moltiplicare il numeratore di ciascuna frazione pel prodotto dei 
denominatori di tutte le altre , ed i termini interi pel prodotto 
di tutti i denominatori ; e non tenere alcun conto del denomina- 
tore comune delle frazioni che ne risultano. 

L’equazione 70* -f- 420 = 8'*# •+■ 1260 — 75* divieno suc- 
cessivamente 

70* + 75* — 84* = 1260 — 420 , 

61*= 840, 



* = 



8W . W 

61 61 * 



Nella stessa guisa si eliminano le frazioni dallo equazioni 
letterali, osservando solo che allora non si possono che accen- 
nare le moltiplicazioni, le quali si eseguono quando si tratta di 
numeri. 

Sia , per esempio , l’ equazione 





se ne ricaverà 

eh X a# — àeft X c = hh X dx -J- be X fg , 

risultamento che può essere scritto con maggiore semplicità, po- 
nendo , giusta la convenzione stabilita nel numero 7, di se- 
guito gli uni agli altri, senza interposizione di segno, i fattori di 
ciascun prodotto , e invertendo 1‘ ordine delle moltiplicazioni 
per conservare l’ ordine alfabetico, che facilita la pronunzia dello 
lettere : cosi verrà 

aehx — beek — bdhx -f- befg , 
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da cui si conchiuderà 

aehx — ? 



bifiixzx bcftj -J- he eh , 
befg -(- beeh 
°° aeh — bdh ' 



14. Quantunque non possa assegnarsi alcuna regola generai» 
e precisa per formare 1’ equazione relativa ad un problema 
qualunque , esiste tuttavia un precetto , la cui bene intesa 
applicazione non mancherà di condurre al fine proposto. Eccolo, 
questo precetto : 

Indicare col mezzo dei simboli algeìrrici suVe quantità co- 
gnite, rappresentate sia da numeri, sia da lettere , e sulle quan- 
tità incognite rappresentate sempre da lettere, i medesimi ragio- 
namenti e le medesime operazioni che bisognerebbe eseguire per 
verificare i valori delle incognite, se le medesime fossero note. 

Per porre in pratica questa regola , bisogna dapprima 
determinare con ogni diligenza quali sono le operazioni che 
l’enunciato della quistione couticne, sia esplicitamente, sia impli- 
citamente ; ma in ciò’ appunto è riposta tutta la difficoltà di met- 
tere in equazione un problema proposto. 

Ecco intanto alcuni esempi per mostrare l’ applicazione del 
precetto dettato qui sopra. Ilo scelto i due primi fra le quistioni 
risolute in Aritmetica, ad oggetto di porre sottocchio la facilità 
che la scrittura algebrica arreca allo sviluppo degli enunciati. 

l.° V'abbiano due fontane, delle quali la prima versando 



sola, riempia una certa vasca in ore 2 —, e la seconda riempia 

1 1 

la stessa vasca , versando anche sola, nello spazio di ore 3 — ; 



quanto tempo sarà egli neecssaHo perchè la stessa vasca sia ri- 
piena dalle due fontane versanti simultaneamente ? 

Se il tempo che si cerca, si conoscesse, è chiaro che verrebbe 
sottoposto alla pruova in questo modo : si calcolerebbero, cioè, lo 
quantità d’ acqua versate in particolare da ciascuna fontana , 
e fattane la somma, si confronterebbe questa colla totalità del- 
1* acqua che la vasca può contenere ; e lo duo quantità para- 
gonate dovrebbero trovarsi uguali. 

Per formare adunque l’equazione del problema si denoterà con 
x il tempo incognito, e s’ indicheranno sopra a: le operazioni nomi- 
nate qui sopra; ma a fine di rendere la soluzione indipendente da 
numeri individuati, ed anche per abbreviare fespressione di quelli 
dell’enunciato che sono frazionari, si rappresenteranno eziandio 

questi con lettere; e però si scriverà a in luogo di ore 2 — - , e & 

3 - 

in vece di ore 3 — . 

h 
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Ciò posto , assumendo , corno in Aritmetica , la capacitò 
della vasca per unità , si vedrà elio 

La prima fontana , la quale riempie da sè sola la vasca in un 
numero a d’ ore, vi versa in un’ ora una quantità d’acqua espressa 



dalla frazione — ; e che per conseguenza essa fornirà in un nuino- 

a 1 ' x 

ro x d’ore una quantità d’acqua rappresentata da x X — , o sia da — 
( Arilm. 53 ). rt (< 

La seconda fontana, che sola riempie la medesima vasca in b 
ore , vi vorsa in un'ora una quantità d’acqua espressa dalla fra- 



zione — j c per conseguenza in un numero x d’ore ve ne ver- 

serà la quantità x X — > ovvero — . 

b b 



La quantità totale dell'acqua somministrata dalle due fontane 
versanti insieme nello stesso tempo sarà dunque 

x x 

‘7 + T 1 

c siccome questo volume d’acqua deve uguagliare quello che 
la vasca può contenere, e eh’ è stato preso per unità, si avrà 
lilialmente 1' equazione 



Questa equazione , trattata con le regole precedenti , conduce a 
bx -f- ax— ab , 
ab 

b-{- a 

Dall’ultima formola si cavala seguento semplicissima regola, 
per risolvere il problema proposto in tutti i casi particolari : 

Si divida ii prodotto dei numeri che esprimono il tempo che 
impiega ciascuna fontana in particolare a riempiere- la vasca , 
per la somma di questi numeri ; il quoziente esprimerà il tempo 
che bisognerà alle due fontane per riempirla simultaneamente. 

Applicando questa regola ai numeri dell' enunciato , si ha 




2ÌV3.Ì- * 

2 X i~2 X 4 — 8’ 

3 5 15 20 30 _ 

+ 3 fc—' 2 + T“ s - +F“ 



80 
8 ’ 
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e quindi 

_ 75 _ 3 _ 

X ~~ 50 — 2 

2.° Sia a wn numero da diridersi in tre parti, che abbiano 
tra loro i medesimi rapporti dei numeri dati ili , il e p. 

È manifesto che la vcrifìcaziono del problema si fuTebbc 
nel modo seguente : 

Denotando con x la 1.* parte , si avrebbe 

1ÌX 

m : n : : x : alla 2.“ parte = — ( Artim. 116 ), 

m 



px 

m : p :: x : alla 3." parte = — • ; 

m 



e sommando lo tre parti, dovrebbe trovarsi il numero da di- 
vidersi : si avrà dunque l’equazione 

* + "*+?f = a . 

m m 



Kiducendo tutti i suoi termini al denominatore m, essa di- 



verrà 



mx -|- nx -\-px =z am , 
e da quest' ultima equazione si caverà 
xz=z 



am 



m 4*» -\-p 



Questo risultamento non c elio la -traduzione algebrica 
della regola di società ( Arilm. ii'c ); perciocché, riguardando 
i numeri m , n , p come esprimenti i capitali dei mercanti , 
m -j- n -f- p è il capitale totale , a il guadagno da dividersi , e 
T espressione 

ma 

X — : 

m -(- n p 

dico che una parte si ottiene moltiplicando il capitale corri- 
spondente pel guadagno totale , c dividendo il prodotto per la 
somma dei capitali, il che si riduce alla proporzione 

il capitale totale : un capitale parziale 
: : il guadagno totale : guadagno parziale corrispondente, 

15. La formazione dell’ equazione del problema seguente 
richiede alcune speciali avvertenze, che non si sono ancora pre- 
sentate. 
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Un pescatore, per incoraggiare suo figlio, gli promette 5 cen- 
tesimi per ogni tiro di rete in cui questi aera preso del pesce , 
ma esso pure restituirà a suo padre 3 centesimi per ogni tiro in- 
fruttuoso. Dopo 12 tiri di rete il padre ed il figlio fanno il loro 
conto, e ne risulta che il primo deve al secondo 28 centesimi. Quanti 
sono stati i tiri di rete felici ? 

Se si rappresenta il numero di questi tiri con x , il nu- 
mero dei tiri infruttuosi sarà 12 — x ; e se questi numeri fos- 
sero noti , si verificherebbero moltiplicando 5 centesimi pel 
primo , ondo ottenere ciò elio il padre deve dare al figlio, e 3 
centesimi pel secondo , a fin di avere ciò che il figlio devo 
restituire al padre : il primo numero dovrebbe superare il se- 
condo dei 28 centesimi che il padre deve a suo figlio. 

Pel primo numero si avrà x volte 5 centesimi , ovve- 
ro 5*. In quanto al secondo numero si presenta una difficol- 
tà : come ottenere il prodotto di 3 per 12 — xì So in vece 
di x vi fosse un numero individuato, si effettuerebbe prima la sot- 
traziono indicata, e poi si moltiplicherebbe 3 pel resto ; ma per 
Jo momento la cosa non ò possibile , e bisogna procurare di 
eseguire la moltiplicazione prima della sottrazione , o almeno 
di ridurre il risultamento ad un aggregato di termini algebrici 
simili a quelli che si trovano uelle equazioni che si sanno ri- 
solvere. 

Con un poco d’attenzione si vede che, prendendo 12 
volte il numero 3 , si ripete il 3 tante volte di più quante 
sono le unità clic contiene il numero x , del quale si dovea 
prima diminuire il moltiplicatore 12 , di maniera che il vero 
prodotto sarà 

3(i diminuito di 3 preso x volte o di 3x , 

cioè sarà 

36 — 3.r. 

Onesta eonchiusione può verificarsi facilmente dando ad 
x valori numerici. Se, per esempio, x fosso uguale ad 8 , al- 
lora il numero 3 dovrebbe prendersi 12 volte — 8 volte; ed 
è chiaro che se si trascurasse — 8 volte , si porrebbo nel ri- 
sultameuto 8 volte di più il numero 3 : il vero prodotto sarà 
dunque 

3 X 12 — 3 X 8 = 36 — 24 = 12. 

T ale risultamento si accorda con quello che si otterrebbe to- 
gliendo prima 8 da 12 ; perchè 

12 — 8=1 e 3X5- = 12. 

Ciò posto , poiché il danaro dovuto dal padre al figlio 
è espresso da , e da 36 — 3# quello che il figlio deve a 
suo padre , bisogna che il secondo numero tolto dal primo dia 
per resto 28 ; ma qui ancora nasce una nuova difficoltà : c«- 
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me togliere 36 — 3x da 5x , senza aver prima sottratto 3x 
da 36? 

Si scansa questa difficoltà osservando che se si trascurasse 
il termine — 3x , e si togliesse da 5# il numero 36 tutto in- 
tero, si toglierebbe necessariamente 3x di più, imperocché non 
dee togliersi già 36 da 5# , ma 36 prima diminuito di 3*. 
E però la differenza 5# — 36 dev'essere aumentata di 3.r per for- 
mare la quantità che dee restare dopo che si è tolto da 3x il 
numero espresso da 36 — 3x : questa quantità sarà dunque 

5# — 36 — 3a? ; 

e si avrà 1’ equazione 

5* _ 36 + 3a; = 28 , 
che successivamente si riduce ad 

8x — 36 = 28 , 



8x = 28 -|- 36 , 
8# = 64 , 




Sono dunque stati 8 i tiri di rete felici , e 4 per conseguenza 
gl’ infruttuosi. 

In fatti 8 tiri a 5 centesimi l’uno danno 40 cent. 

4 tiri a 3 danno 12 



differenza 28 , 

come 1’ enunciato del problema esigeva. 

Se la soluzione si volesse rendere generale, si rappresen- 
terebbe con a la somma che il padre dà a suo figlio per cia- 
scun tiro felice di rete , con b quella che il figlio rende a suo 
padre per ciascun tiro di rete infruttuoso, con c il numero to- 
tale dei tiri di reto , e con d ciò che il padre deve a suo fi- 
glio dopo questo numero di tiri. E chiamando sempre x il nu- 
mero dei tiri felici , c — x sarebbe quello dei tiri infruttuosi ; 
intanto ciascun tiro della prima specie produccndo al figlio una 
somma a , x tiri gli produrrebbero a X x, ovvero ax, ed i tiri 
infruttuosi produrrebbero al padre la somma b moltiplicata pel 
numero c — x. 

Il ragionamento col quale si sono trovate tutte le parti 
di cui si compone il prodotto di 3 per 12 — x, si applica egual- 
mente al caso generale. Se si trascura primieramente — x per 
formare il prodotto bc di b per c tutto intero, la quantità b sarà 
ripetuta x volte di più , e per conseguenza il vero prodotto 
sarà bc — bx . 

Per sottrarre questo prodotto dalla quantità ax , bisogna 
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osservare ancora, come nell’esempio numerico, che se si togliesse 
la quantità he tutta intera, vcrrebbesi a togliere di più la quan- 
tità bx, ili cui la prima doveva essere anteriormente diminuita; 
c per conseguenza il vero resto non è già ax — he , ma bensì 
ax — he -J- bx. 

Un tal resto frattanto dovendo essere uguale a d, l' equa- 
zione del problema sarà 

ax — bc bx — d , 

e darà 

ax bx = d bc , 

d -\-bc 
cc — 1 

« + 6 

Questa formula generalo indicando le operazioni da farsi 
sui numeri dati a , b , c , d , per ottenere l’ incognita x, può", 
o esser tradotta in regola, o essa stessa immediatamente ser- 
vire nei singoli casi alla determinazione del valore dell’ inco- 
gnita, scrivendovi in vece delle lettere a, b , c , d i numeri da- 
ti ; 1’ ultimo modo è ciò che si dico sostituire i valori dei doli, 
ovvero mettere la formala in numeri. Applicandovi quelli del 
problema risoluto di sopra , verrà 



28 + 3 X 12 

X— • ; 

5 + 3 

ed eseguendo le operazioni indicate , si ha , come allora , 
28 + 36 64 0 

nr> — 1 . U 



Metodi per eseguire , per quanto la cosa il comporti , le operazioni 
indicate sulle quantità {apprestatale da lettere. 

16. Il problema precedente ha fatto vedere che in taluni 
casi bisogna risolvere in moltiplicazioni parziali una moltipli- 
cazione indicata sulla somma o sulla differenza di più quan- 
tità ; e nel numero 11 si è praticato precisamente il contra- 
rio allorché la quantità ax — bx + ex, che rappresenta il risul- 
tamento di più moltiplicazioni seguite da addizioni e da sottra- 
zioni si è scomposta nei due fattori a — b + c ed x, i quali non 
dinotano che una sola moltiplicazione preceduta da addizione e 
da sottrazione. I ragionamenti di cui si è fatto uso in queste due 
circostanze, possono essere ridotti a regole; e ne risulteran- 
no , rispetto alle quantità rappresentate da lettere , due ope- 
razioni , che si sono chiamate moltiplicazione e divisione alge- 
briche , attesa l’ analogia eh’ esse hanno con le operazioni del- 
l’ Aritmetica le quali portano i medesimi nomi. 
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La medesima analogia ha fatto nascere l’ idea di due ope- 
razioni algebriche che portano il nome di addizione e di sot- 
trazione , nelle quali si ha per oggetto di riunire più espres- 
sioni algebriche in una sola , o di toglierle 1’ una dall’ altra ; 
ma queste operazioni , al pari delle precedenti, differiscono da 
quelle dell’ Aritmetica in questo, che i loro risultamcnti , non 
essendo il più delle volte che indicazioni di operazioni da ese- 
guirsi, non presentano che una trasformazione dello operazioni 
indicate in origine, in altre che producono il medesimo effetto. 
Accade soltanto , o che le espressioni diventano più semplici, 
o che si dà loro una forma atta a manifestare le condizioni che 
bisogna adempire. 

A fine di spiegare queste operazioni , si sono chiamate 
quantità monomie o semplicemente monomi , quelle che non 
hanno che un sol termine, come a dire + 2a, — 3 ab, ec. ; 
quantità binomie o binomt , quelle che no hanno due , come 
a -f- b , a — b , 5a — 2x , ec. ; quantità trinomio o trinomi , 
quelle che ne han tre ; quadrinomio o quadrinomi , quelle che 
ne hanno quattro , ed in generalo quantità polinomio o sempli- 
cemente potinomi, le quantità composte di più termini. Del re- 
sto giova sapere che i monomi si sogliono anche chiamare 
quantità incomplesse , ed i polinomi quantità complesse. 

Dell' addizione delle quantità algebriche. 

17. L’addizione delle quantità monomie si fa unendole col 
segno + ; cosi l’ espressione a -f- 6 indica la somma delle due 
quantità rappresentate da a e da b. Ma quando si propone di 
sommare insieme le espressioni algebriche , si ha nello stesso 
tempo in mira di rendere più semplice il risultamento , ridu- 
cendolo al minor numero possibile di termini colla riunione di 
più di ossi in un solo, almeno tutte le volte che la cosa è possibile. 

Questa riunione è quella eh’ò stata eseguita nei numeri 
2 e 5 , nel primo dei quali la quantità i-|-i è stata ridotta 
a 2ar , e nell’ altro la quantità x-\-x-\-x a 2x. Essa non può 
aver luogo che riguardo alle quantità espresse dalle medesime 
lettere, e che si chiamano per questa ragione quantità simili. Si ri- 
guarda allora la quantità letterale conio un’ unità che si trova 
ripetuta un certo numero di volte ; cosi lo quantità 2tz e 3a , 
considerate come due o tre unità d'una specie particolare, for- 
mano con la loro somma 5a , ovvero 5 unità della medesima 
specie. Parimente \ab e 5 ab formano 9ab. 

In questo caso la somma si fa cadere sopra le cifro che 
precedono la quantità letterale, e che indicano quante volte essa 
e ripetuta. Queste cifre si chiamano coefficienti. Il coefficiente 
è dunque il moltiplicatore della quantità innanzi alla quale è 

k 
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posto ; e bisogna rammentarsi che quando esso non è acritto, 
è uguale all’ unità , perchè la è la stessa cosa che a. 

18. Allorché si tratta di sommaro quantità qualunque, co- 
me 

ha + 56 e 2c + 3tf , 

il tutto dev' essere evidentemente composto da tutto le parti 
unite insieme; bisogna dunque scrivere 

ha + 56 -f 2c + 3 d. 

Se al contrario si avessero a sommare le quantità 
ha -f- 56 o 2c — 3rf , 

bisognerebbe , nella loro somma , scrivere col segno — , o in- 
dicare come sottrattiva , la quantità 3 tl, la quale dovendo essero 
tolta da 2c, diminuirebbe necessariamente di altrettanto la som- 
ma che formerebbesi riunendo 2c con la prima delle quantità 
proposte ; e si avrebbe 

to+56-f 2c‘-3d. 

Questi due esempi fanno manifesto che la somma algebrica 
dei polinomi si esegue scrivendo di seguito le «ne alle altre coi 
loro segni le quantità da sommarsi , e osservando che i termini 
che non sono preceduti da alcun segno , si debbono supporre af- 
fetti dal segno 4 -. 

L’ operazione fatta qui sopra non è , a parlar propriamen- 
te , che un’ indicazione , mediante la quale la somma di due 
quantità complesse è stata ridotta alla somma e alla sottrazione 
d’un certo numero di quantità monomie ; ma se le espressioni 
da sommarsi contenessero termini simili , si potrebbero riunire 
questi termini operando immediatamente sui loro coefficienti. 

Siano , per esempio , le espressioni 

ha -}- 96 — 1 1 2c , 

2a — 3c -|- hd , 

76 e — e ; 

la somma semplicemente indicata, dietro la regola precedente, sarà 
ha -f- 96 — 2c -)- 2<z — 3c -f- hd + 76 -f- e — e. 

Ma i termini ha e -{- 2a essendo formati di quantità simi- 
li , si riducono ad un solo eguale a 6a. 

Parimente i termini -f- 96 , -f- 76 danno 166. 

I termini — 2c e — 3c , ambedue sottrattivi, producono nel 
totale il medesimo effetto che la sottrazione d’una quantità eguale 
alla loro somma , cioè , il medesimo effetto che la sottrazione 
di 5c; e siccome, a cagione del termine -j- c , si deve da un'altra 
parte aggiungere c , resterà solamente da sottrarre he. 
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La somma dello espressioni proposte sarà dunque ridotta a 
6a + m—hc + kd—e. 

19. L’ ultima operazione praticata qui sopra , per mezzo 
della quale si riuniscono tutti i termini simili in un solo, qua- 
lunque segno essi abbiano , chiamasi riduzione o contrazione dei 
termini simili. Essa si esegue facendo la somma delle quantità si- 
mili affette dal segno -)- , quella delle quantità simili affette dal 
segno — ; poi togliendo la più piccola di queste due somme dalla 
più grande , e dando al resto il segno della maggiore. . 

È da osservare che la riduzione si applica a tutte le ope- 
razioni algebriche. 

* Ecco , per esercitare il lettore , alcuni esempi di' somme 
coi loro risultamenti 

1. ° Sommare le quàntità 

7ro -f- 3n — 1 kp -f- 17r 
3a -f- 9n — 1 lm -j- 2r 
6 p — km -|- 8n 
Un — 2 6 — m — r -f- s. 

risultamento 7m -J- 3n — lkp -{- 17r -{- 3a-j- 9n — lltn -f* 2r 
+ 5p — km -f- 8n Un — 26 — m — r -f- s. 
Facendo la riduzione , questa quantità si cangia nella seguente 
— 9m -J- 31n — 9 p — |- 1 8r "j- 3a — 26 -j- s , 
ovvero 31n — 9m — 9p -f - 18r -(-3 a — 26 -f- < , 

cominciando da un termine che abbia il segno -f- . 

2. ° Sommare le quantità 

116c -|- kad — 8ac -f- 5cd 
8ac -f- 76c — 2ad kmn 
2 cd — 3a6 -f- 5ac -j- an 
9 an — Ile — 2ad -f- 5 cd. 



risultamento ll&c -\-kad — 8ac-f-5cd-j-8ac-f-76c — 2«<i 
-j- kmn 2 cd — 3a6 -f- 5ac + «» + 9an — 26c 

— 2 ad -f 6cd. 

E riducendo questa quantità , essa diviene 

16&c -j- 5ac -f- 12 cd + kmn — 3o6 + IOan. 

Della sottrazione delle quantità algebriche. 

20. La sottrazione dei monomi s’ indica , come si è con- 
venuto, poneudo il segno — tra la quantità da sottrarsi e quella 
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da cui si sottrae : così 

6 sottratto da a si denota con a — b. 

Allorché le quantità sono simili , la sottrazione si eseguo 
immediatamente sopra i loro coefficienti. 

Se da 5 a si loglio 3a , si ha per resto 2a. 

Relativamente alla sottrazione dei polinomi bisogna distin- 
guere due casi. l.° Se la quantità da sottrarsi ha tutti i suoi 
termini affetti dal segno -j- , bisogna evidentemente dar loro il 
segno — , poiché si debbono togliere successivamente tutte le 
parti della quantità da sottrarsi. 

Se, per esempio, da oa — 96 -f- 2c si vuol togliere 2 d -f- 3o 
+ V> bisogna scrivere . 

5a — 96 -|- 2c — 2d — 3« — hf. 

2.° Se la quantità da sottrarsi ha termini affetti dal se- 
gno — , bisogna dare a questi termini il segno -f-. In fatti so 
dalla quantità a si volesse togliere b — c , e si scrivesse a — b, 
si sarebbe cosi diminuita a dell’ intera quantità b ; ma la sot- 
trazione non dovea effettuarsi che dopo aver diminuito b della 
quantità c : si è dunque tolto di più tanto, quanto è questa ultima 
quantità , che bisogna per conseguenza restituire cui segno -f-, 
il che darà pel vero risultamento 

a — b -f~e. 

Questo ragionamento , che si può applicare a tutti i casi 
consimili, fa vedere che il segno — di c ha dovuto esser can- 
giato in — |— ; e considerando ad un tempo questo risultamento 
ed il precedente, si conchiuderà che la sottrazione delle quan- 
tità algebriche si effettua scrivendo di seguito alla quantità da 
cui s" ne vuol sottrarre un' altra , quest' ultima, dopo aver can- 
giati in essa i segni -j- tn — , e ì segni — in -)- . 

Quando sié scritto il risultamento dato immediatamente dal- 
la regola enunciata qui sopra, si faranno, se vi avranno luogo, le ri- 
duzioni conformi al precetto del numero 19 , come si vedrà 
negli esempi seguenti. 

l.° Sottrarre da 17a -f- 2 m — 96 — ic-f-23d 
la quantità. . . . Sia — 276 -f- Ile — M. 

Risultamento. . 17« -f- 2 m — 96 — he -f- 23d 
— 'ólo 4- 276 — Ile -f kd. 

E facendo la riduzione , questa quantità diviene 
— 3Va -f 2 in -f 186— loc + 27 d , 

o meglio 

2m — 3ìu + 186 — loc + 27 d. 
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2." Sottrarre da 5r/c — Sub -f~ 9 bc — barn 
la quantità 8«m — 2«/* — f— 1 1 ere — 7<d. 

Risultamento. . 5 ac — Sub -f- 9 /jc — barn 
— 8 am -(- 2 ab — llac -j- 7cd. 

Ell'ettuando la riduzione , si ottiene 

— 6 ac — 6<i6 -}- 9 bc — 12«m -f- 7 cd , 
o pure 9 bc — Gac — G ab — 12«m -(- 7 cd. 



Della moltiplicazione delle quantità algebriche. 

21. Fino a che nelle lettere non si ravvisano che i valori 
numerici delle quantità da esse rappresentate , altra idea non 
dee aversi della moltiplicazione algebrica che quella della mol- 
tiplicazione aritmetica ( Aritm. 21 , 74). Così moltiplicare a per 
b significa comporre con la quantità rappresentata da a un' al- 
tra quantità , nel modo stesso che la quantità rappresentala da 
b è stata formata con V unità. 

Si sono di già fatti conoscere nei numeri 2 e 7 i segni 
dei quali si è convenuto far uso per indicare la moltiplicazio- 
ne ; ed il prodotto di a per b si denoterà in conseguenza tanto 
con a X b , quanto con a . b , o finalmente con ab. 

Si ha molto spesso bisogno d’indicare più moltiplicazioni 
successive , come quella di a per b , poi del prodotto ab per 
c , quindi di quest’ultimo prodotto per d, e cosi di seguito. 
In tal caso è manifesto che 1’ ultimo risultamento è un nume- 
ro che ha per fattori i numeri a , b , c , d ( Aritm. 22 ) ; e 
generalizzando 1’ ultima dello convenzioni rammentate qui so- 
pra , questo prodotto si denota scrivendo di seguilo gli uni agli 
altri, e senza alcuna interposizione di segno, i fattori dai quali 
esso è formato : avrassi in tal guisa 1’ espressione abed. 

Reciprocamente , qualunque espressione, come questa abed, 
formata da più lettere scritte immediatamente le une appresso 
alle altre , esprimo sempre il prodotto dei numeri rappresen- 
tati da queste lettere. 

Ho di già fatto tacitamente uso di questo convenzioni , nelle 
quali i cornicienti numerici sono pure compresi , poiché essi 
sono manifestamente fattori della quantità proposta. In effetti 
1’ espressione 13 abed , indicando che la quantità abed è pre- 
sa 15 volte, indicherà ancora il prodotto dei cinque fatto- 
ri lo , a , b , c , d. 

22. Seguo da ciò, che per indicare la moltiplicazione di più 
monomi , come di habe , 5def, 3 mn , bisogna scrivere queste 
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quantità di seguito le uno alle altre , senza interposizione di se- 
guo , e verrà 

habcSdcfSmn ; 

ma si è dimostrato nell’Aritmetica, numero 70 , potersi inver- 
tire ad arbitrio l’ ordine dei fattori d’ un prodotto , salvo il va- 
lore di questo ; si profitterà dunque di tal circostanza , e si rav- 
vicineranno i fattori numerici , la cui moltiplicazione può ese- 
guirsi colle regole dell’ Aritmetica : si concepirà perciò il pro- 
dotto in quistioue come indicato nell’ordine à.a .'òabcdefmn ; 
e facendo in atto la moltiplicazione dei numeri 4, 5, 3, si avrà 
in miglior forma 

GOabcdefmn (’). 

23. L’ espressione di un prodotto si abbrevia di molto , 
quando esso contiene fattori eguali. In vece di scrivere più volte 
di seguito la lettera che rappresenta uno di questi fattori, non 
si scrive che una sola volta, e si denota con un numero quante 
volte essa avrebbe dovuto scriversi come fattore ; ma perchè que- 
sto numero indica moltiplicazioni successive , è necessario di- 
stinguerlo accuratamente dal coefficiente , il quale non iodica 
che una somma di quantità eguali : ecco perchè si pone un tal 
numero alla destra della lettera, ed un poco al di sopra, men- 
tre il coefficiente è sempre scritto a sinistra della lettera e 
sulla medesima linea. 

Dietro queste convenzioni il prodotto di a per a , che 
sarebbe indicato , secondo il numero 21 , da aa , diviene a*. 
11 2 superiore denota che il numero rappresentato dalla lettera 
a entra due volte come fattore nell' espressione proposta , la 

S uale per conseguenza non dee confondersi con 2a , che non 
altro che il compendio di a-f-a. Per ben comprendere l’er- 
rore che si commetterebbe prendendo l’ una espressione per 
1’ altra , basta sostituire numeri alle lettere. Se si avesse, per 
esempio, a = 5, 2a diverrebbe 2.5=10, e a*=aXa 
= 5 . 5 = 25. 

Continuando questo sistema, si vedrà che per denotare un 
prodotto in cui a entra tre volte come fattore, bisognerà scrive- 
re a 3 in vece di aaa ; parimente a 5 esprime un prodotto nel qua- 
le a è cinque volte fattore, cioè un prodotto equivalente ad aaaaa. 

(*) V uso dei simboli algebrici accorciando di molto la dimostra- 
zione di questa proposizione , ho creduto doverla qui rifare per mezzo 
di questi simboli. 

Se si scrive il prodotto abedef come segue : ale X *d X f , e si 
scambia l’ ordine dei -due fattori del prodotto de per avere ed ( Aritm. 
27), verrà abe X ed X fi ovvero abecdf. È evidente che si potrà con 
nuove decomposizioni indurre quel cangiamento che si vorrà nell' or- 
dine dei fattori del prodotto proposto. 
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2 4. I prodotti formati in tal guisa , cioè da moltiplicazioni 
successive di una stessa quantità, si chiamano in generale po- 
tenze di questa quantità. 

La quantità stessa , cioè a , si chiama la prima potenza. 

La quantità moltiplicata per se stessa , cioè aa , ovvero 
«’ , è la seconda potenza , che chiamasi ancora il quadrato. 

La quantità moltiplicata due volte di seguito per se stes- 
sa , ovvero aaa , o pure a 3 , è la terza potenza, che chiamasi an- 
che cubo (*). 

In generale una potenza qualunque prende il suo nomò dal 
numero dei fattori eguali , dai quali essa è formata: cosi a 5 , 
o sia aaaaa , è la quinta potenza di a. 

Per mostrare 1' applicazione di queste denominazioni , pren- 
derò il numero 3 , ed avrò per le sue diverse potenze : 



1. * potenza 3 

2. * 3.3=9 

3. “ 3 . 3 . 3 = 9 . 3 = 27 

4. a 3 . 3 . 3 . 3 = 27 . 3 = 81 

5. a 3.3.3.3.3 = 81.3 = 243 

etc. 



Il numero che denota ta potenza di un altro numero, si chiama 
etponente di questo. 

Così nelle espressioni a 6 , è 3 , ec. i numeri 6 e 3 sono 
gli esponenti di a o di b ; il primo denota la sesta potenza di 
a , il secondo , la potenza terza o il cubo di b. 

L'esponente per brevità non si scrive , quando è uguale 
all’ unità : a è la stessa cosa che a 1 . Pertanto ogni lettera senza 
esponente s’intenda che abbia per esponente 1. 

Risulta evidentemente da ciò che precede , che per for- 
mare una potenza d'un numero, bisogna moltiplicare questo nu- 
mero tante colte in tè stesso , quante n’ esprime l’ esponente della 
potenza diminuito dell’unità. 

25. Poiché P esponente denota il numero dei fattori egua- 
li che compongono 1’ espressione di cui esso fa parte ; e poi- 
ché il prodotto di due quantità deve avere per fattori tutti quelli 
che formano ciascuna di queste quantità ; se ne deduce che 
1’ espressione a 5 , nella quale a è 5 volte fattore , moltiplicata 
per l’ espressione a 1 , in cui a è 3 volte fattore, deve dare un 
prodotto , nel quale a sia 8 volte fattore , ed espresso in con- 
seguenza da a 8 ; e che in generale il prodotto di due potenze 
della medesima quantità debba essere quella potenza della stessa 
quantità, che ha per etponente la somma degli esponenti del molr 
tiplieando e del moltiplicatore. 

O Le denominazioni di quadrato e di cubo dipendendo da consi- 
derazioni geometriche , e rompendo l’uniformità della nomenclatura dei 
prodotti formali da fattori eguali , sono impropriissime in Algebra 
ma si adoprano frequentemente a cagione della loro brevità. 
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26. Segue eia ciò , elio quando due monomi hanno ledere 
comuni , t' espressione del prodotto di tali quantità può essere ab- 
breviata , sommando gli esponenti delle lettere simili del ino 'ti- 
pi icando , c del moltiplicatore. 

Per esempio, l'espressione del prodotto delle quantità a’fc’c 
e aib s c*d , che secondo la convenzione del numero 21 , sareb- 
be a 1 b 3 caib 5 c' , d , si rende più semplice mettendo insieme i fat- 
tori rappresentali dalla medesima lettera , il che dà 

a*aW i ù s cc , d , 

e da ciò si conchiudó 

u r, b*c 3 d , 

scrivendo 

« 6 in luogo di a' ai 
h 8 in luogo di b 3 b s 
c 3 in luogo di cc * , cioè di c'c 1 . 

27. Come le potenze si distinguono pel numero dei fattori u- 
piali da cui vengono formate, cosi i prodotti qualunque si classi- 
ficano dal numero dei fattori semplici o primi che li compongo- 
no ; ed io darò a queste classi il nome di gradi. 11 prodotto 
a'b 3 c , a cagion d’ esempio , sarà del sesto grado , perchè in- 
chiude 6 fattori semplici , cioè : 2 fattori a, 3 fattori li ed 1 
fattore c. È evidente che i fattori a, b, c, riguardati qui come 
numeri primi, non sono tali che rispetto all’ Algebra, la quale 
non permette di decomporli ; ma essi possono per altro rap- 
presentare numeri composti : qui non trattasi che del loro stato 
generale (*). 

Si osservi che nel valutare il grado delle quantità algebri- 
che, non dee tenersi alcun conto del coefficienti espressi in nu- 
meri ; non sono da considerarsi che le sole lettere : cosi 
l’espressione 18a’6 è di terzo grado. 

Intanto è manifesto ( 21 , 25 ) che quando si moltiplicano 
due monomi l’ uno per 1' altro , il numero che denota il gra- 
do del prodotto , è la somma di quelli che denotano il gra- 
do di ciascuno di tali monomi. 

28. La moltiplicazione delle quantità complesso si riduce 
a quella delle quantità monomie , considerando a parte ciascun 
termine del moltiplicando, e ciascun termine del moltiplicato- 

(‘) Per una conseguenza dell’ analogia indicata nella nota della pa- 
gina .11 si chiama comunemente dimensione ciò che io chiamo grado. 
L’ espressione riportata qui sopra avrebbe , nel linguaggio usato , 0 di- 
mensioni. Quest’ esempio ben dimostra 1’ assurdità dell’ antica nomen- 
clatura, stabilita sopra questo , che i prodotti di 2 o di 3 fattori mi- 
surano 1’ estensione delle superficie e i volumi dei corpi, quantità che 
hanno due o tre dimensioni; ma passato questo termine, la corrispon- 
denza tra le espressioni algebriche e le figure geometriche cessa, poi- 
ché 1’ estensione non può aver mai più di tre dimensioni. 
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re, nel modo stesso che in Aritmetica , dovendosi m Itipliea- 
re due numeri composti, si opera in particolare sopra ciascuna 
delle loro cifre ( Arilm. 33 ) ; la somma dei prodotti parziali' 
compone quindi il prodotto totale. Ma 1’ Algebra colla presen- 
za delle parti sottrattive olire talora una circostanza clic non 
può mai incontrarsi nei numeri. In questi non sono mai termini 
da togliere, o parti sottrattive ; le unità , le decine , le eentina- 
ja, ec. che li formano , sono sempre riguardato come sommate 
tra loro ; ed allora evidentemente si scorge elio il prodotto to- 
tale dev’essere composto dalla somma dei prodotti di ciascu- 
na parte del moltiplicando per ciascuna parte del moltiplicatore. 

La stessa conchiusione ha luogo quando si tratta di espres- 
sioni letterali in cui tutti i termini sono riuniti col segno 
Per esempio , 

il prodotto della quantità a -f- b 

moltiplicata per c 

è • oc -J- bc „ 

e si ottiene col moltiplicare ciascuna parte del moltiplicando 
pel moltiplicatore, o col sommare i due prodotti parziali ac a 
bc. Se il moltiplicando costasse di più di due parti , 1’ opora-- 
zione sarebbe sempre la stessa. 

Allorché il moltiplicatore è la somma di più termini, egli 
è chiaro che il prodotto dev' essere formato dalla somma dei 
prodotti del moltiplicando per ciascun termine del moltiplica- 
tore. Cosi 

il prodotto della grandezza a -f- b 
moltiplicata per c -f- d 



a S «c -f- bc 
e \ + ad + bd ; 

perchè moltiplicando prima a -}- 6 per c , si ottiene ac -f- bc , 
poi moltiplicando a-j -b pel secondo termine d del moltiplica- 
tore, si trova ad -f- bd , e la somma di questi due risultamenti 
dà ac + bc -f- ad -f- bd pel prodotto totale. 

29. Allorché il moltiplicando contiene parti sottrattive , 
i prodotti di queste parti pel moltiplicatore debbono essere sot- 
tratti dagli altri, cioè debbono essere preceduti dal segno — . 
Per esempio , 

il prodotto della quantità a — b 
moltiplicata per c 

ac — bc ; 

perchè ogni volta che si prenderà tutta intera la quantità « , 
che avrebbe dovuto essere diminuita di b prima della moltipli- 

5 
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cagione , si prenderà di soverchio la quantità b ; dunque il pro- 
dotto oc , nel quale la quantità « tutta intera si trova compresa 
tante volte quante ne denota il numero c , supererà il prodotto 
cercato della quantità b, ripetuta tante volte quante n'esprimo 
il numero c , cioè del prodotto bc ; bisognerà dunque sottrar- 
re bc da ac , il che darà , come sopra , 

oc — bc. 



Il medesimo ragionamento si applicherebbe a ciascuna dello 
parti sottrattive del moltiplicando , qualunque ne fosse il nu- 
mero , e qualunque fosso quello dei termini del moltiplicatore, 
purché questi fossero tutti alletti dal segno -f- . Se ora si ridetto 
che i termini , che mancano di segno , debbono essere ri- 
guardati come preceduti dal segno -f- , sarà facile dedurre da- 
gli esempi precedenti che i termini del moltiplicando alletti 
dal segno -|- , danno un prodotto parziale affetto dal segno + . 
mentre quelli che sono affetti dal segno — , lo danno affetto 
dal segno — . E da ciò segue che quando il moltiplicatore par - 
ziale ha il segno , il prodotto parziale ha il medesimo segno 
del moltiplicando parziale. 

30. Accade il contrario «piando il moltiplicatore contieno 
parti sottrattive, cioè termini affetti dal segno — ; allora i pro- 
dotti formati da questi termini debbono essere presi con un se- 
gno contrario a «picllo che avrebbero, stando alla regola pre- 
cedente. Ciascuno potrà convincersene considerando atteutameuto 
l’ esempio seguente. 

Sia il moltiplicando a — b 

il moltiplicatore c — d 



il prodotto sarà 



1 



ac — bt 
ad -f- bd ; 



poiché il prodotto del moltiplicando pel primo termine e del 
moltiplicatore, in virtù della regola precedente, sarà ac — bc ; 
ma prendendo per moltiplicatore il c tutto intero , in vece del 
c diminuito di d , che è il vero moltiplicatore, si viene a pren- 
dere la quantità a — b tante volte di più quante ne denota il 
numero d ; cosi il prodotto ac — le supera quello che si cerca, 
del prodotto dia — b per d. Ora quest' ultimo prodotto , per 
lo coso dimostrate , è ad — bd; e per sottrarlo dal primo, bi- 
sogna cangiargli i segni (20); si avrà dunque ac — bc — ad -|- bd 
pel risultamcnto richiesto. 

31. Riepilogando le conseguenze dedotte dagli esempi pre- 
cedenti , si conchiuderà che la moltiplicazione dei polinomi sì 
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esegue moltiplicando successivamente , giusta le regole date pei mo- 
nomi (21 — 26) , tutti termini ilei moltiplicando per ciascun 
termine del moltiplicatore , e avvertendo che se il moltiplicatore 
parziale ha il segno -f-, il prodotto parziale dee avere il medesimo 
segno del moltiplicando parziale , ed il segno contrario , se il 
moltiplicatore parziale ha il segno — . 

Sviluppando ora i differenti casi di quest’ ultima regola , si 
troverà 

1. ° Che un termine che ha il segno -j- , moltiplicato per 
un termine che ha il segno 4- , dà un prodotto che ha il se- 
gno + ,• 

2. u Che un termine che ha il segno — , moltiplicato per 

un termine che ha il segno -f- , dà un prodotto che ha il se- 

gno — ; 

3. ° Che un termine che ha il segno -f- , moltiplicato per 

un termine che ha il segno — , dà un prodotto che ha il se- 
gno — ; . 

4. " Che un termine che ha il segno — , moltiplicato per 
un termine che ha il segno — , dà un prodotto che ha il se- 
gno +. 

Questo quadro fa vedere che quando il moltiplicando ed il 
moltiplicatore parziali hanno il medesimo segno , il prodotto ha 
il Segno e che quando essi hanno segni differenti , il prodotto 
ha il segno — . 

Per facilitare la pratica della moltiplicazione dei polino- 
mi , ecco in succinto le regole che bisogna seguire in questa 
operazione. 

1*° Determinare il segno di ciascun prodotto parziale , se- 
condo la regola stabilita di sopirà, che dice: gli stessi segni dan- 
no più , i diversi , meno : ecco la regola del segni. 

2. " Formare il coefficiente, facendo il prodotto di quelli del 
moltiplicando e del moltipilicalore parziali (22) : questa è la re- 
gola dei coefficienti. 

3. ° Scrivere di seguito le une alle altre tutte le lettere dif- 
ferenti contenute nel moltiplicando c nel moltiplicatore parzia- 
li (21) : questa è la regola delle lettere. 

Is. Dare alle lettere comuni al moltiplicando e al moltipli- 
catore parziali un esponente uguale alla somma di quelli che 
esse hanno in questo moltiplicando ed in questo moltiplicatore (23) : 
ecco la regola degli esponenti. 

Con queste quattro regole si esegue subito la moltiplica- 
zione d un monomio per un monomio ; ed in conseguenza 
quella d’ un polinomio per un’ altro. 

32. L’esempio qui sotto olire l'applicazione di tutto le re- 
gole divisate. 
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Moltiplicando 5«4 — 2 a'b Ua'b' 

Moltiplicatore a* — ku'h -f- 26 3 



Prodotti 

parziali 



l 5n 7 — 2 -f- ka r -l,’ 

) _ 20« 6 /) -f $a r •b , — 16a4fc3 
f -}- 10«V/i — ka'b’i -f- 8 Wb 5 



Risulta. 10 ridotto 5a 7 — 2'2a K b -j-12a 3 é J — 6«46 3 — 4a 3 /4-J-8a’/j 5 . 

La prima linea dei prodotti parziali contiene quelli di tutti 
i termini del moltiplicando pel primo termine a 3 del moltipli- 
catore; e siccome si suppone che questo termine abbia il se- 
gno -)- , i prodotti clic esso dà , hanno i medesimi segni dei 
termini corrispondenti del moltiplicando 131). 

11 primo termine 5a4 del moltiplicando avendo il segno -j-, 
non si scriverà quello del primo prodotto parziale , elio pure 
sarebbe + ; il coefficiente 5 di a4 essendo moltiplicato pel 
• coefficiente 1 di a 3 , dà 5 per quello del prodotto parziale ; la 
somma dei due esponenti della lettera a e k -j- 3, ovvero 7 : 
il primo prodotto parziale sarà dunque 5« 7 . 

Il secondo termine — 2 n l b del moltiplicando avendo il so- 
gno — , il prodotto avrà il segno — ; il coefficiente 2 di a}b , 
moltiplicato pel coefficiente 1 di a 3 , produce 2 pel coefficiente 
del prodotto ; l’ esponente della lettera a , comune ai termini 
clic si moltiplicano, è 3 -f- 3, ovvero 6, e si scrive di seguito 
la lettera b, la quale non si trova che nel moltiplicando parzia- 
le : il secondo prodotto parziale è dunque — 2 a K b. 

11 terzo tèrmine -f- ia’i’ dà un prodotto parzialo affetto 
dal segno -(- , e per le regole applicato ai due termini pre- 
cedenti , si trova -j- 4a 5 6 J . 

La seconda linea contiene i prodotti di tutti i termini del 
moltiplicando pel secondo termine — ka'b del moltiplicatore ; 
e siccome quest'ultimo ha il segno — , tutti i prodotti che esso 
dà , debbono avere segni contrari a quelli dei termini corri- 
spondenti del moltiplicando : i coefficienti, le lettere e gli espo- 
nenti si formeranno come nella linea precedente. 

La terza linea finalmente abbraccia i prodotti di tutti i 
termini del moltiplicando pel terzo termine -(- 26 3 del moltipli- 
catore ; questo termine avendo il segno -f- , tutti i prodotti 
che esso dà, hanno il medesimo segno dei termini corrispon- 
denti del moltiplicando. 

Dopo di aver formati tutti i prodotti parziali di cui si 
compone il prodotto totale, si esaminerà attentamente quest'ul- 
timo, per vedere se mai rinchiude termini simili. Allorché no 
contiene , questi si riducono , secondo la regola del nu- 
mero 19, osservando clic duo termini, per essere simili, deb- 
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bono non solo costare delle medesime lettere, ma queste deb- 
bono essere ancora affette dagli stessi esponenti. Nell’ esempio 
di sopra vi sono tre riduzioni , cioè : 

— 2 a 6 b e — 20 a n b , il che d;\ — 22 aV) ; 

■+■ h-a 5 b 2 e -j- 8 a 5 ò J , il che dà -{- 12a 5 6*; 

— 16a46 3 e -j- 10a4& 3 , il che dà — Ga4P. 

Fatte queste riduzioni , si ha per risultamento 1’ ultima 

linea dell’ esempio. 

Ecco inoltre, per esercitare il lettore, un altro esempio di 
moltiplicazione, facile ad eseguirsi dietro ciò che precedo. 
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33. Dalle regole stabilite per la moltiplicazione delle quan- 
tità algebriche chiaramente risulta che se i termini del mol- 
tiplicando sono tutti di un medesimo grado (27), e di un me- 
desimo grado ancora tutti quelli del moltiplicatore, tutti i ter- 
mini del prodotto saranno di un grado espresso dalla somma 
dei numeri che denotano il grado dei termini di ciascun fattore. 

Nel primo esempio il moltiplicando è del quarto grado , il 
moltiplicatore del terzo ; il prodotto è del settimo. 

Nel secondo esempio il moltiplicando è del sesto grado , 
il moltiplicatore del terzo ; il prodotto è del nono. 

Le espressioni simili alle rammentate, i cui termini sono 
tutti del medesimo grado , si chiamano espressioni omogenee ; e 
l’osservazione fatta circa i-loro prodotti, è utile a prevenire 
gli errori che si potrebbero commettere dimenticando qual- 
cuno dei fattori nelle moltiplicazioni parziali. 

31. Le operazioni algebriche eseguite sopra quantità lette- 
rali , facendoci scorgere come le diverse parti di queste quan- 
tità concorrono-alla formazione dei risultamenti, ci guidano spesso 
allo scoprimento delle proprietà generali dei numeri , indipen- 
dentemente da qualunque sistema di numerazione. Lo moltipli- 
cazioni seguenti conducono a conseguenze di questo genere, le 
quali sono notabilissime e di un’ applicazione assai frequente in 
appresso. 



a -f- 6 
a — b 



a 1 -j- ab 
— ab — à 3 



a-\-b 
a -j- b 



a 3 -j- ab 
-|- ab -j- b 2 



a 1 —b' a 3 -f- 2 ab + 6 3 

a’ 2 ab + 6 3 

a -j- b 



a J -j- 2a 3 ò -(- ab’’ 

-f a'b-\-2ab‘ + b' 



a i -f 3 a'-b -f 3a6 3 + b\ . 

La prima moltiplicazione , dalla quale risulta che la quan- 
tità a-\-b, moltiplicata per à — b, dà a 1 — t 3 , dimostra che il 
prodotto della gomma di due numeri , moltiplicata per la loro dif- 
ferenza , è uguale alla differenza dei quadrati dei numeri stessi. 

Se si prende , per esempio , la somma 11 dei numeri 7 
e 1 , e si moltiplica per la differenza 3 di questi numeri , il 
prodotto 3X11, ovvero 33 , sarà uguale alla differenza tra 
•V9 , quadrato di 7 , c 1G , quadrato di 4. 
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Dal secondo esempio , nel quale a -f- 6 e duo volte fatto- 
re , si apprende che la feconda potenza , o fia il quadrato di 
una quantità composta di due parli a e b, contiene il quadralo 
della prima parte , piti il doppio del prodotto iella prima parte 
per la seconda , più il quadralo della seconda parie. 

Il terzo esempio , ove si è moltiplicata la seconda potenza 
di a -j- b per la prima , c’ insegna che la terza potenza , o il 
cubo di una quantità composta di due parti, contiene il cubo delta 
prima parte , più tre volte il quadrato della prima moltiplicato 
per la seconda, più tre volte la prima moltiplicala pel quadrato 
della seconda , più finalmente il cubo della seconda parte. 

35. Siccome spesso è necessario scomporre una quantità 
rei suoi fattori , e lasciare sempre in veduta , il più cito è 
possibile , la formazione delle quantità che si considerano, cosi 
le operazioni algebriche non si effettuano che quando assoluta- 
mente non può farsene di meno ; e per questa ragione è d'uopo 
stabilire segni adattati ad indicare la moltiplicazione delle 
quantità complesse. 

Si usano a tale oggetto le parentesi , o grappe, e tra que- 
ste si racchiudono i differenti fattori del prodotto che si vuole 
indicare. Cosi l’ espressione 

(5«4 — 3 a’ò’ -)- 64)(4a6’ — ac’ -f- cP )(ò’ — c’) 
accenna , per esempio , il prodotto delle quantità complesse 
5a4 — 3 a’ò’ -J- 64 , 4a6’ — ae’ -f- (P eh 2 — c’. 

Alcuni autori di data un poco remota per lo stesso fine si sono 
serviti di linee poste al di sopra dei fattori , come si vede 
qui sotto : 



5a4 — 3a’6’-}-ò4 X 4aò’ — ac’ -|- <P X 6’ — c’ ; 

ma le lince potendo riuscire prolungate più o meno di quel che 
bisogna , rendono questo segno meno preciso delle parentesi , 
le quali non lasciano mai equivoco sulla totalità delle quantità 
comprese in ciascun fattore ; perciò esso hanno prevaluto. 

Della divisione delle quantità algebriche. 

36. La divisione algebrica , al pari della divisione aritme- 
tica , dev’ essero considerata come un’ operazione che serve a 
scoprire uno dei fattori di un prodotto dato , quando si cono- 
sce l’altro fattore. Da questa definizione si raccoglie, che il 
quoziente moltiplicato pel divisore dee riprodurre il dividendo. 

Applicando queste nozioni alle quantità monomio , e riflet- 
tendo a ciò che nel numero 21 è stato dimostrato intorno alla 
moltiplicazione delle medesime , si vedrà che il dividendo - 6 
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formato dai fattori del divisore e da quelli del quozicntc ; dun- 
que cancellando nel dividendo tulli i fattori che compongono il 
divisore , il risultamento sarà il quoziente cercato. 

Per esempio , il monomio 72a 5 6 3 c a <f si debba dividere pel 
monomio 9 u s bc 2 ; è d'uopo, per la regola ultimamente enun- 
ciata , cancellare nella prima di queste quantità i fattori della 
seconda , che sono 

9 , « 3 , h e e a : 

bisogna dunque , perchè la divisione possa eseguirsi , che tali 
fattori siano nel dividendo. Prendendoli per ordine, si vede pri- 
mieramente che il coefficiente 9 del divisore dev’ essere fattore 
del coefficiente 72 del dividendo , cioè che 9 deve dividere 
esattamente 72 ; e ciò accade in effetto, poiché 72 = 9 X 8 ; 
togliendo dunque il fattore 9, rimarrà il fattore 8 per coef- 
ficiente del quoziente. 

Segue ancora dalle regole della moltiplicazione (25) , che 
l’ esponente 5 della lettera a nel dividendo è la somma degli 
esponenti che essa ha nel divisore e nel quoziente; dunque 
1’ esponente che la lettera a dovrà avere nel quoziente , sarà 
la differenza tra gli altri due , o sia 5 — 3 = 2; dunque la 
lettera a avrà nel quoziente l’ esponente 2. Per la ragione me- 
desima la lettera b avrà nel quoziente un esponente uguale 
a 3 — 1 , o sia 2. Finalmente il fattore c a essendo comune al 
dividendo e al divisore, dev’ essere tolto ; e si avrà per con- 
seguenza 

8a a ò a d 

pel domandato quoziente. 

Si ragionerà nel modo stesso sopra ogni altro esempio ; 
e da ciò che precede si conchiuderà che , per eseguire la di- 
visione delle quantità monomie , bisogna prima dividere il coef- 
ficiente del dividendo per quello del divisore ; 

Poi cancellare nel dividendo le lettere che ha di comune col 
divisore , qualora esse hanno il medesimo esponente ; e quando 
l' esponente è diverso , sottrarre dall' esponente del dividendo quello 
del divisore , il resto essendo V esponente che la lettera deve avere 
nel quoziente ; 

In fine scrivere nel quoziente le lettere del dividendo che non 
si trovano nel divisore. 

37. Applicando la regola stabilita qui sopra per formare 
1’ esponente delle lettere del quoziente ad una lettera che avesse 
lo stesso esponente nel dividendo e nel divisore , si troverebbe 
zero per 1' esponente che essa dovrebbe avere nel quoziente : 
per esempio , a 3 diviso per a 3 darebbe per quoziente a°. Per 
sapere intanto cosa mai possa significare una tale espressione, 
è necessario risalire alla sua origine, e considerare che, rap- 

6 
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presentando essa il quoziente della divisione della quantità «’ 
divisa per se stessa , deve corrispondere necessariamente al- 
1’ unità , la quale rappresenta appunto quante volte una quan- 
tità qualunque è contenuta in sé stessa. Risulta da ciò che 
l' espressione a 0 è un simbolo equivalente all'unità, e che in con- 
seguenza in sua vece dee sostituirsi 1. Può dunque tralasciarsi 
di scrivere nel quoziente le lettere che hanno zero per espo- 
nente , perchè allora ciascuna di esse non rappresenta che l’uni- 
tà. Così dividendo a 3 bc ’ per a'bc* , si avrà per quoziente a‘b°c°, 
e questo si riduce ad a, perchè à 0 =zc°=z:l , come ognuno 
può anche assicurarsene praticando in effetto rommissio'ne dei 
fattori comuni al dividendo e al divisore. 

Da ciò ognuno comprende che questa proposizione : Ogni 
quantità che ha zero per esponente, è uguale ad 1 , non e a 
parlar propriamente che la spiegazione di un risultamelo al 
quale conduce la convenzione fatta sulla maniera di scrivere le 
potenze delle quantità mediante i loro esponenti. 

Perchè la divisione possa eseguirsi , bisogna f.° che il di- 
visore non contenga alcuna lettera che non si trovi nel divi- 
dendo ; 2.° che 1’ esponente delle lettere nel divisore non superi . 
quello che esse hanno nel dividendo ; 3.° finalmente che il coef- 
iiciente del divisore divida esattamente quello del dividendo. 

38. Quando tutte queste condizioni non hanno luogo , la 
divisione non può che indicarsi sotto la forma di uua frazione , 
secondo la convenzione del numero 2 ; e bisogna cercare dopo 
di rendere più semplice questa frazione . cancellando i fattori 
che si trovano al tempo stesso nel dividendo e nel divisore , 
se pur ve ne Sono ; poiché ( Aritm. 57 ) è manifesto che i prin- 
cipi sopra i quali riposa la teoria delle frazioni aritmetiche , 
essendo indipendenti da qualunque valore particolare dei loro 
termini , convengono tanto alle frazioni rappresentate da lette- 
re , quanto a quelle che sono espresse da numeri. 

Secondo questi principi , si tolgono via primieramente i fat- 
tori numerici comuni ai coejjicienti del dividendo e del divisore ; 
poi le lettere che sono comuni al dividendo e al divisore , e che. 
hanno il medesimo esponente nell' uno e nell' altro. Allorché l’espo- 
nente non è lo stesso , si toglie il più piccolo dal più grande , 
ed il resto si dà per esponente alla lettera , la quale non si scrive 
che in quello dei due termini della frazione dot' essa aveva i espo- 
nente più grande. 

L’esempio seguento rischiarerà questa regola generale. 

Sia 48 aWc’d da dividersi per W*a 3 b 3 cie ; il quoziente non 
può che indicarsi sotto la forma frazionaria 

48a } 6 5 c a d 
biascie ’ 
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ma siccome i coefficienti 48 e 64 sono ambedue divisibili per 
16 , om mettendo questo fattore comune , il coefficiente del nu- 
meratore diverrà 3 , e quello del denominatore 4. 

La lettera a avendo il medesimo esponente 3 nei due ter- 
mini della frazione , ne segue che a 3 è un fattore comune al 
dividendo e al divisore , e che si può parimente ommettere. 

Per conoscere il numero dei fattori b comuni ai due ter- 
mini della frazione , bisogna dividere la potenza più alta , che 
è b 3 , per b 3 , secondo la regola data più sopra , ed il quoziente 
//• c' insegna che b s = b 3 X b’. Cancellando dunque il fattore 
comune b 3 , resterà nel numeratore il fattore 6*. 

In quanto alla lettera c , il fattore più elevato c4 sta nel 
denominatore, e se si divide per e 1 , si scomporrà in e’ X c* ; 
cancellando dunque il fattore c 1 , comune ai due termini , que- 
sta lettera sparirà dal numeratore , ma resterà nel denomina- 
tore coll’ esponente 2. 

Finalmente le lettere d ed e resteranno Dei loro posti ri- 
spettivi , poiché nello stato in cui esse sono, non indicano al- 
cun fattore che sia comune ai due termini della frazione. 

Mediante queste diverse operazioni la frazione proposta ri- 
ducesi a 

3 b'd 

4 c a e 

e questa è la sua più semplice espressione sino a che non si da- 
ranno valori numerici alle lettere ; perchè la detta frazione po- 
trebbe essere ridotta ancora di più, se a queste lettere venis- 
sero sostituiti numeri contenenti fattori comuni. 

39. Ma non dee ommettersi un’ importante osservazione , 
ed è , che se tutti i fattori del dividendo esistessero nel divi- 
sore , il quale di più ne contenesse ancora altri che gli fos- 
sero particolari , sarebbe necessario , dopo di aver tolto i pri- 
mi fattori, mettere l’unità in luogo del dividendo , o sia del nu- 
meratore della frazione. Di fatti in questo caso si possono can- 
cellare nei due termini della frazione tutti i fattori del numera- 
tore , vale a dire , si possono dividere i due termini della fra- 
zione pel nuinaratore ; ma quest'ultimo essendo diviso per sé 
medesimo, dee dare l’unità per quoziente , di cui bisogna farne 
il nupvo numeratore. 

Sia , per esempio , la frazione 

4 a'bc •- '•••■- 

12 a'Wcd ’ 

i fattori 12 , a’, b 3 e c sono divisibili respettivamentc pei fat- 
tori 4 , a 1 , b e c , ed è come se si dividessero i due termini 
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«Iella frazione proposta pel numeratore 4a’òc ; ora la quantità 
4 <i 3 6c divisa per se stessa dà 1 per quoziente , o la quantità 
12 a'Iiicd divisa per la prima dà , in virtù delle regole stabi- 
lite , 3 b’d ; la nuova frazione è dunque 

I • . .li; ;,V i- Il 1 



1,1 40. Segue dalle regole della moltiplicazione , che quando 
una quantità monomia moltiplica una quantità polinomia , es- 
sa diventa fattore comune di tutti i termini di quest’ ultima. Si 
profitta di tale osservazione per rendere più semplici le frazio- 
ni, il cui numeratore e denominatore sono polinomi che hanno 
fattori comuni a tutti i loro termini. 

Sia l’espressione 



6a4 — 3 a’iic 4- 12a’c 3 

--un . 'j. ] . . 

9a’& — 15a 3 c + 24a 3 

esaminando la quantità 6a4 — 3a’òe -(- 12<rc% si vode che il 
. fattore a 3 è comune a tutti i di lei termini, poiché «4 =z a* X (r > 
o che inoltre i numeri 6 , 3 e 12 sono tutti divisibili per 3 ; di 
maniera che 



Ca4 — 3 a'bc -f- 12 a 3 c 3 = 2 a 3 X 3a 3 — bc X 3a 3 -f- le 3 X 3o 2 . 

Parimente il denominatore ha per fattore comune 3 a 3 , perchè 
i fattori a 3 e 3 entrano in tutti i suoi termini , o si ha 



9 a 3 6 — 15a 3 c -f- 2 4a 3 = 3 6 X 3a" — 5c X 3a 3 -f- 8a X 3a 3 . 

Cancellando dunque il fattore 3a 3 si nel numeratore che noi 
denominatore , la frazione proposta diverrà 

■ i . 

■ r ’■ ■ . -ì- 2 a 3 — bc -f- 4c 3 

36 — 5e-f 8a * 

-.v; 

41. Passo ora al caso in cui il dividendo e il divisore sono 
ambedue complessi, ed in cui non si può più conoscere a prima 
vista se il divisore sia o no fattore del dividendo. 

Poiché il divisore , moltiplicato pel quoziente , dee ripro- 
durre il dividendo , bisogna che quest’ultimo contenga tutti i 
prodotti parziali di ciascun termine del divisore por ciascun 
termine del quoziente ; e se si potessero trovare i prodotti 
formati da ciascun termine del divisore in particolare , dividen- 
doli per questo termine eh’ è noto , si otterrebbero quelli 
del quoziente , nella medesima maniera che in Aritmetica si 
scoprono tutte le cifre del quoziente, dividendo successi vamento 
pel divisore i numeri che si riguardano come i prodotti par- 
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ziali di questo divisore per le diverse cifre del quoziente. Ma 
nei numeri questi prodotti parziali si presentano per ordine , 
principiando dalle unità situate neH’ultimo posto sulla sinistra, 
a motivo della subordinazione stabilita tra le unità di ciascuna 
cifra del dividendo dipendentemente dal posto ch’esse occu- 
pano. Non accade lo stesso in Algebra; ma vi si supplisce col 
disporre tutti i termini del dividendo e del divisore in mo- 
do, che gli esponenti delle potenze della stessa lettera diminui- 
scano in ciascun termine, andando dalla sinistra verso la destra, 
nella guisa che vedesi, per rapporto alla lettera a, nelle quantità 

Sa” — 22 a 6 b -f- 12 tri 7 — Ga46 3 — 4a 3 M 4 - 8 a’6 s , 

5a4 — 2 a}b -f- ia’ò 1 , 

delle quali una è il prodotto , e 1’ altra il moltiplicando nol- 
f operazione del numero 32 : questo è ciò che si dice ordinare 
le quantità proposte. 

Quando esse sono cosi disposte , è evidente che , qua- 
lunque sia il fattore pel quale bisogna moltiplicare la seconda 
per ottenere la prima, il termine 5a 7 , con cui questa co- 
mincia , risulta dal termine 5a4 , col quale comincia l' altra , 
moltiplicato pel termine ove a avesse il più alto esponente nel 
fattore cercato, e che trovasi il primo in questo fattore allor- 
ché esso è ordinato per rapporto ad a. Dividendo adunque il 
monomio Sa 1 pel monomio 5a4, il quoziente a 3 sarà il primo 
termine del fattore cercato. Ora , per le regole della moltipli- 
cazione, il prodotto totale dovendo contenere i diversi prodotti 
parziali risultanti dalla moltiplicazione di tutto il moltiplicando 
por ciascun termino del moltiplicatore , ne segue che la quan- 
tità presa qui per dividendo, dee contenere i prodotti di tutti 
i termini del divisore 5a4 — 2a 3 à -f- ka’b 2 per a 3 , primo ter- 
mine del quoziente; ed in conseguenza se si tolgono dal divi- 
dendo questi prodotti , che sono 5a’, — 2 a 6 b, -f- ia 5 !» 1 , il re- 
sto — 20a 6 ò 8a 5 6 a — Ga46 3 — • 4a 3 M-f-8a a ò 5 non conterrà al- 

tri termini se non quelli che risultano dalla moltiplicazione 
del divisore pel secondo, pel terzo ec. termine del quoziente. 

Questo resto può dunque essere considerato corno un divi- 
dendo parziale; ed il suo primo termine, nel quale a ha l’e- 
sponente. il più alto , non ha potuto derivare che dalla moltipli- 
cazione del primo termine del divisore poi secondo del quo- 
ziente. Ma il primo termine del dividendo parziale avendo il 
segno — ■ , bisogna assegnare quello che deve avoro il termi- 
ne corrispondente del quoziente : ora questo è assai fa- 
cile mercè la 1.* regola del numero 31 ; perchè la quanti- 
tà — 20a 6 6 , riguardata come un prodotto parziale , avendo 
un segno contrario a quello del moltiplicando parziale 5a4 , ne 
risulta che il moltlplicatoro parziale ha dovuto essere all'etto 
dal segno — . La divisiono venendo adunque eseguita sopra i mo- 
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nomi 20a l, 6 e b«4 , darà — ka'b per questo secondo ter- 
mine. Se si moltiplica questo termine per tutti quelli del diviso- 
re , e si toglie il prodotto dal dividendo parziale , il resto 
+ 10a4,'>3 — ka?lA -f- 8 a'b s altro non conterrà che i prodotti del 
divisore pel terzo, e successivi termini del quoziente. 

E riguardando questo resto come un nuovo dividendo par- 
ziale , il suo pTimo termine 10 «W non può essere che il pro- 
dotto del primo termine del divisore pel terzo termine del quo- 
ziente; e per conseguenza quest'ultimo si otterrà dividendo 
l'uno per l’altro i monomi 10 aW e ba4. Il quoziente 2 è 3 es- 
sendo moltiplicato per tutto il divisore , dà prodotti la cui 
sottrazione esaurendo il dividendo parziale , prova che il quo- 
ziente non ha che tre termini. 

Sa avesse dovuto averne un maggior numero , si sa- 
rebbero evidentemete trovati come i precedenti ; e se , come 
si suppone , il dividendo ha per fattore il divisore , la sottra- 
zione del prodotto di questo divisore per I’ ultimo termino del 
quoziente deve sempre esaurire 1' ultimo dividendo parziale. 

k%. Per facilitare la pratica delle regole trovate qui sopra , 

1 .° Si dispongano il dividendo e il divisore come per la divisione 
dei numeri , ordinandoli ambedue per rapporto ad una medesima 
lettera , vale a dire scrivendo i loro termini in modo che gli 
esponenti di questa lettera vadano decrescendo ; 

2. ° Si divida il primo termine del dividendo pel primo ter- 
mine del divisore , e si scriva il risanamento nel posto assegnato 
al quoziente ; 

3. ° Si moltiplichi tutto il divisore pel quoziente parziale 
che si è trovato , il prodotto si tolga dal dividendo , e si faccia 
la riduzione dei termini simili ; 

h.° Si riguardi questo resto come un nuovo dividendo di 
cui si divida il primo termine pel primo termine del divisore ; 
si scriva il risultamento come un secondo termine del quoziente , 
e si prosegua l’ operazione sopra questo termine come prima, fino 
a tanto che tatti i termini del dividendo siano esauriti. 

Ed osservando che un prodotto ha il medesimo segno del 
moltiplicando allorché il moltiplicatore ha il segno -f- , e che 
nel caso contrario ha il segno — (31) , se ne conchiude che 
quando il dividendo parziale ed il primo termine del divisore 
hanno il medesimo segno , il quoziente dee avere il segno -f- ; e 
se essi hanno segni contrari , il quoziente deve avere il segno — : 
questa è la regola dei segni. 

La regola dei segni è dunque la stessa sì nella moltipli- 
cazione che nella divisione dei monomi ; nell’ mn’ operazione 
e nell’altra « medesimi segni danno -f- , t diversi, — . 

Le divisioni parziali si effettuano mercè le regole' date per 
lo quantità monomio relativamente ai coefficienti , alle lettere 
ed agli esponenti. 
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Si divida il coefficiente del dividendo per quello del divisore : 
questa è la regola dei coeflìeieuti. 

Si scrivano nel quoziente le lettere comuni al dividendo e 
al divisore con un esponente uguale alla differenza di quelli dai 
quali sono affette in questi due termini ; e finalmente si scrivano 
nel quoziente le lettere le quali non si trovano che nel solo di- 
videndo : e queste sono le regole delle lettere e degli esponenti. 

43. Per applicare queste regole alle quantità 

oa' — 22 a s b -f- 12 a 5 fc J — Gai!; 3 — 4a 3 i4 -j- . 

5a4 — 2a 3 6 -f- 4a , i’ , ; > »- 

nelle quali piu sopra mi sono servito d’ esempio , si dispor- 
ranno come se si trattasse di eseguire la divisione aritmetica. 



Dividendo 


Divisore 


5n’ — 22a 6 ò-j-12a 5 i J — 6«4t 3 — 4a 3 64-j-8a , 6 5 
— 5a 7 -j-2a 6 ò — 4a s à 1 


5a4 — 2a 3 fc-j-4a , i : ' 


Quoziente 
a 3 — 4a 1 6-j- 2 i 3 



Resto — 20a 6 6 -f- Sa i b 1 — 6 alt 3 — 4a 3 64-J- 8a’6 5 



-f 20a6/>— 8tf5fc»-|-16a4t, 3 



Resto -flOalfi 3 — 4a 3 i4-j-8a>is 

— 10a4i 3 -j-4a 3 i4 — 8a’l5 



Resto o . 

i * 1 1 

Il segno del primo termine Sa 7 del dividendo essendo lo 
stesso che quello di 5a4 , primo termine del divisore , si do- 
vrebbe porre nel quoziente il segno -f- -, ma come trattasi del 
primo termine , questo segno si ommetterà. 

Dividendo 5a 7 per 5a4 , si ha pcx quoziente a 3 , che si scri- 
verà sotto il divisore nel posto assegnato al quoziente. 

Moltiplicando successivamente i tre termini del divisore pel 
primo termine a 3 del quoziente , e scrivendo i prodotti sotto ì 
termini corrispondenti del dividendo , dopo aver cangiati i se- 
gni di questi prodotti per sottrarli (20) , si formerà la quantità 
— Sa 1 -f- 2a 6 6 — 4a 5 à’ , 

di cui Tarassi la riduzione col dividendo ; e si otterrà per residuo 
— 20a 6 6 -{- 80 * 6 * — 6a4fc 3 _ 4aH4 -f 8a*R 

Continuando la divisione sopra questo residuo, il primo 
termine 20a''è , diviso per 5«4 , darà per quoziente — ha'b, 
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e questo quoziente viene alletto dal segno — , perchè il divi- 
dendo e il divisore hanno segni differenti. Moltiplicandolo in- 
tanto per tutti i termini del divisore , c cangiando i segni , si 
formerà la quantità 

-j- 20 a r, b — - 8 a 5 b 2 -|- 16a44 3 , 

della quale si farà la riduzione col dividendo, e si avrà per 
residuo 

-f- 10 alb 3 — ktflA -j- 8a’è 5 . 

Dividendo il primo termine 10a4i 3 di questo nuovo divi- 
dendo parziale pel primo termine 5a4 del divisore ; moltipli- 
cando pel risultamcnto -J- 2 b 3 tutto il divisore ; scrivendo i pro- 
dotti coi segni cangiati sotto il dividendo parziale , e facendo la 
riduzione , niente rimano , il che mostra che + 2 è 3 è l’ultimo 
termine del quoziente cercato , il quale per conseguenza ha per 
espressione a 3 — 4a’è -f- 2è 3 . 

44. Cade qui a proposito l’osservare che nella divisione 
le moltiplicazioni dei differenti termini del quoziente pel divi- 
sore producono spesso termini , che non si trovano nel divi- 
dendo , ed i quali bisogna dividere in seguito pel primo ter- 
mine del divisore. Questi termini sono per lo appunto quelli 
che si sono distrutti , quando si è formato il dividendo colla 
moltiplicazione dei suoi due fattori , il quoziente c il divisore. 
Ecco un esempio notabile di siffatte riduzioni. 

Sia a 3 — b 3 da dividersi per a — b : 



Divisione 



Moltiplicazione 



o 3 — b 3 la — b 



— a 3 -f-a J 6 |a’-f-a&4-è’ 



_j_ _ li 

— a’è -|- ab 1 



a — h 

aè -j-è' 



a 3 — a’è 
-j- a’è — aè’ 
4- ab ’ — b 3 



-faè’ — è 3 
— ab 1 -f b 3 



risultamcnto a 3 — è 3 . 



o . 



Il primo termine a 3 del dividendo , diviso pel primo termine 
a del divisore , dà per quoziente a’ ; moltiplicando questo quo- 
ziente pel divisore , c cangiando i segni dei prodotti , si trova 
— a 3 -f- «’è ; il termine — a 3 distrugge il primo termino del 
dividendo ; ma resta il termina a’ft , che non si trovava da 
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principio nel dividendo. E poiché esso contiene la lettera a , 
può anche essere diviso pel primo termine del divisore ; si fac- 
cia questa divisione , e si avrà -j- ab. Moltiplicando ora questo 
quoziente pel divisore, o cambiando i segni dei prodotti, vie- 
ne — a'b -j- ab' : il termine — a'b distrugge il precedente ; ma 
rimane il termine -j- ab 1 , che pure non era nel dividendo. Si 
divida questo termine per a , ed otterrassi per quoziente -f- 4* ; 
moltiplicando poi questo quoziente parziale pel divisore, emer- 
gerà , dopo aver cangiati i segni , — ab' -f- è 3 : il primo ter- 
mine — ab' annullerà il precedente , ed il secondo -f- 6 3 di- 
struggerà l’ultimo termine — 6 3 che restava del dividendo. 

Per ben comprendere il meccanismo della divisione, basta 
dare un’ occhiata alla moltiplicazione del divisore a — b pel quo- 
ziente a' -j- ab -f- b' , situata a fianco della divisione preceden- 
te ; si vedrà che tutti i termini riprodotti nelle divisioni par- 
ziali sono quelli che si distruggono , quando si fa la riduzione 
nel prodotto della moltiplicazione. 

45. Accade talvolta che la quantità rispetto alla quale si 
ordina, si trovi elevata alla medesima potenza in più termini , 
sia del dividendo , sia del divisore. In tal caso è d’ uopo di- 
sporre questi termini in una medesima colonna , o pure scri- 
verli di seguito gli uni agli altri , avvertendo di ordinarli tra 
loro per rapporto ad un'altra lettera. 

La quantità — atb' -J- b'c4 — n’c4 — a 6 -f- 2«4c’-f- l e -\- 2 Me* 
+ a’64 si debba dividero per a ' — b' — c *. 

Ordinando la prima di queste quantità relativamente alla let- 
tera a , si disporranno in una medesima colonna i termini 

— aib' e -j- 2a4c’ , in un'altra i termini -j- a’64 e — o’c4 , e fi- 
nalmente in un’ ultima colonna i tre termini -j- 6 6 , 4- 264 c' , 
+ 6*c4 , ordinandoli per rapporto alla lettera b , come vedesi 
praticato nella pagina seguente. 

il primo termine — a c del dividendo venendo diviso pel 
primo termine a' del divisore, darà — a4 per primo termine del 
quoziente ; formando in seguito i prodotti di questo quoziente 
per tutti i termini del divisore , cangiando i segni di questi pro- 
dotti , onde sottrarli dal dividendo , e situando in una mede- 
sima colonna i termini affetti dalla stessa potenza di a , si ot- 
terrà, dopo la riduzione dei termini simili , il 1." residuo, che 
prenderassi per secondo dividendo parziale. 

Il primo termine — 2a4ft* di questo nuovo dividendo es- 
sendo diviso per a 5 , darà per secondo termine del quoziente 

— 2a'b' ; formando poi i prodotti di questo quoziente per tutti 
i termini del divisore , mutando i segni di questi prodotti per 
sottrarli dal dividendo parzialo, e disponendo in una medesima 
colonna i termini affetti dalla stessa potenza di a , consegui- 
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rassi , dietro la riduzione dei termini simili , il 2.° residuo , 
che si assumerà per un terzo dividendo parziale. 

Proseguendo nel modo stesso l’ operazione sopra il 2.° re- 
siduo , sopra i seguenti , si troveranno tre altri termini del 
quoziente. L' ultimo di questi venendo moltiplicato per tutti i 
termini del divisore , darà prodotti tali , che sottratti tutti dal 
4." residuo , lo distruggeranno interamente : la divisione dun- 
que succede esatta, e perciò il divisore è fattore del dividen- 
do. Ecco il quadro di tutta 1’ operazione. 



i 6 — r a'*M -(- a’M -)- b 6 ] 

-j- 2a4e* — a*c4 -j- 2Mc* 

• -|- 6*c4 

t 6 — a 4M 
— a4c* 


a* — 6* — c* 


— a4 — 2a*M — 44 
-f- a*c* — Me* 


> — 2a46* -f- a*M -| 


|- m 




-f- «4c* — a*c4 - 


- 2Mc* 




H 


- fc’c4 





• 2 a*Mc* 



2.° resto -f- a^c* — a*M -j- Ifi 

— 2a*i*c*-j-2Mc* 

— a*e4 -f- 6*c4 
— a4c* -f- a*i*c* 

-f- a’cA 



3.° resto 



— a*M 

— a*6*e* 

-f- a*M 




4.° resto — a*4»c’-f- &4ci 

Mc4 

-J- a’Me* — Me* 
— b'c'i 



o . 

46. Alcune volte si facilita la divisione scomponendo a 
colpo d’occhio una quantità nei suoi fattori. Se, a cagion d’ esem- 
pio , si avesse a dividere 8a 6 — 4<i*6* -f- 4 « J -f- 2« 3 — 6* + 1 
per 2a’ — ò* -|- t , come questo divisore forma i tre ultimi 
ermini del dividendo , basterebbe cercare so esso è fattore 
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dei tre p rimi ; ora questi limino palesemente per fattore co- 
mune la 3 , poiché 8a 6 — 4a 3 j’ -{- ka i = \u} ( 2a 3 — b* -f- 1 ). 
In grazia di questa osservazione il dividendo assumerebbe la 

forma 4a 3 (2a 3 — fc» — |— 1) -f- 2a 3 — b* -)- 1 , 

ovvero (2a 3 — b* -f- l)(4a 3 -f- 1) : 

la divisione si eseguirebbe dunque immediatamente , togliendo 
il l'attore 2a 3 — 6“ — j— 1 eguale al divisore , ed il quoziente sa- 
rebbe 4-a 3 -J- 1. 

L’ abitudine al calcolo algebrico suggerirà moltissime os? 
sensazioni di questo genere, per mezzo delle quali si abbre- 
viano le operazioni , e si perverrà facilmente a vedere come 
una quantità si risolva nei suoi fattori. Queste scomposizioni 
si rendono spesse evidentissime , quando in vece di eseguire le 
moltiplicazioni che si presentano , non si fa che indicarle. 



Delle frazioni algebriche. 



VJ. Quando il modo di fare la divisione algebrica viene ap- 
plicato a due quantità delle quali una non è fattore dell’al- 
tra , l’impossibilità di praticarlo si riconosce da questo , che 
nel corso delle operazioni si giugne ad un residuo , il cui pri- 
mo termine non può essere diviso per quello del divisore. Ec- 
cone un esempio : 

a 3 -f- a*b -j- 26 3 a* -{- b* 




a -f- b 



1. ° resto 

2. ° resto 



a*b — ab 1 -(- 2 b* 

— a*b — 6 3 

— ab * + b\ 



Il primo termine — ab* del secondo residuo non può dividersi 
esattamente per a * , primo termine del divisore ; perciò la di- 
visione a questo punto si arresta. Si potrebbe aggiungere , co- 



me in Aritmetica, al quoziente a -f- b la frazione 



— ab* -(- 6 3 



a* + 6* ’ 

che ha per numeratore il residuo , e per denominatore il di- 
visore ; ed il quoziente sarebbe 

a + b + a , + b , * 

Si vede facilmente da questo esempio che la divitiont deve 
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arrestarsi quando si pervieni ad un residuo il cui primo termi- 
ne contiene la lettera, rispetto alla quale si i ordinato , elevata 
ad una potenza inferiore a quella delta medesima lettera nel pri- 
mo termine del divisore. 

48- Allorché la divisione algebrica di due quantità non può 
farsi esattamente , l’ espressione del quoziente resta indicata 
sotto forma frazionaria, assumendo il dividendo per numerato- 
re e il divisore per denominatore ; e per ridurla al maggior 
grado di semplicità possibile , è d’uopo cercare se il dividen- 
do e il divisore abbiano fattori comuni, per toglierli (38). Ma 
quanJo si tratta di poiimonl , i fattori comuni uon si possono 
scoprirò con quella stessa facilità che nei monomi ; non si tro- 
vano in generale che cercando il in issimo comun divisore delle 
«lue quantità proposte con un metodo analogo a quello stabilita 
in Aritmetica pei numeri. 

Le grandezze ralative delle espressioni algebriche non si 
potrebbero assegnare , senza dar prima valori individuati allo 
lettere che contengono ; dunque la denominazione di massimo 
commi divisore , adattata a «piaste espressioni , non dee esser 
presa rigorosamente nel medesimo senso che nell’ Aritmetica. 

In Algebra bisogna intendere per massimo comun divisore 
di due espressioni quello tra i loro divisori comuni cho con- 
tiene più fattori in tutti i suoi termini, vale a dire, che è del 
più alto grado (27). Come in Aritmetica , cosi in Algebra la 
ricerca del massimo comun divisore riposa sopra questo prin- 
cipio: Oijni divisore comune a due quantità, dee dividere il resi- 
duo della loro divisione. 

La dimostrazione datane nel numero 61 dell’ Aritmetica 
diventa più chiara adoperandovi i simboli algebrici. In fatti sia- 
no A e B le due quantità proposte, D il loro divisore comu- 
ne, Q il quoziente della divisione di A per B ed R il residuo; 
e siccome nelle divisioni che non succedono esattamente , il 
dividendo è uguale al prodotto del divisore pel quoziente, som- 
mato col residuo , cosi avrassi. 

A = BQ+R. 

Se ora si dividono i due membri di questa equazione per D , 
verrà 

R 

D ’ 

esatti per ipotesi , l’ e- 



A 

T> 



BQ 

D 



e ponendo — : 

1 D 



B 



a , y = b, quozienti 
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q imitino di sopra si cangerà in 

az=bQ + 



h3 



dalla quale si trae 



, „ R 
a-bQ = -, 



trasportando il termino bQ dal secondo nel primo membro. E 
poiché il primo membro , che in questo caso dev' esser com- 
posto dai medesimi termini del secondo , è una quantità inte- 

ra , dovrà essere una quantità intera anche ~ , o sia E do- 
vrà .essere divisibile esattamente per D. 

Reciprocamente ogni divisore comune alle quantità B ed 

B R 

R dee dividere A. Perciocché facendo — =6, — = r, l'equa-, 

A BQ R 
zione — = — — diverrà 



§-=l-Q + r; 

ora dalla forma di questa equazione risulta che A dev’ essere 
necessariamente divisibile per D, quando b ed r sono quantità 
intere. 

Dietro quosti principi si comincerà, come nell’Aritmetica, 
dal cercare se una delle quantità sia essa stessa divisore deli al- 
tra; se la divisione non succede esattamente , si dieiilerà il pri- 
mo divisore pel residuo, e cosi di seguito; quello dei residui che 
dividerà esattamente il precedente , sarà il massimo comun divi- 
sore delle due quantità proposte ; ma bisognerà procedere nelle 
divisioni suddette con quelle avvertenze che la natura delle quan- 
tità algebriche richiede. 

Primieramente la ricerca del comun divisore di due espres- 
sioni algebriche non dee intraprendersi che quando esse hanno 
lettere comuni ; in questo caso è d’ uopo sceglierne una , per 
rapporto alla quale si ordineranno le espressioni proposte , e si 
prenderà per dividendo quella in cui questa lettera avrà il mag- 
giore esponente ; 1’ altra sarà il divisore. 

Siano le due quantità 



3a 3 — ’ia'b -f- ab 1 — à 3 , 
ào a 6 — 5o6*-J-i 3 , 
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lo quali sono già ordinate per la lotterà a ; si premierà la pri- 
ma per dividendo , e la seconda per divisore. Ora sin dal prin- 
cipio dell’ operazione si presenta una difficoltà che mai s’ incon- 
tra nei numeri , ed è che il primo termine del divisore non 
può dividere esattamente quello del dividendo , a cagione dei 
fattori l e ò dell’ uno , che non sono nell’ altro. Ma la lette- 
ra b essendo comune a tutti i termini del divisore , senza es- 
serlo a tutti quelli del dividendo , se ne deduce (40) che b 
è fattore del divisore, e non lo è del dividendo ; ora ogni di- 
visore comune a due quantità non può esser composto che dei 
fattori che sono comuni all' una e all’altra ; duuque , se esiste 
un tal divisore fra le due quantità proposte , esso non può tro- 
varsi che tra i fattori della quantità ka ' — 5a6 -(- 6 ' nella quale 
si cangia la quantità ha'b — 5 ab 1 -(- ò 3 dopo di aver tolto in 
ciascun suo termine il fattore 6 : per tal modo la quistione si 
riduce a cercare il massimo cornuti divisero delle due quantità 

3a 3 — 3a J ò -f- ab' — li* , 

ha' — 5aò -(- b 

Inoltre come si è potuto togliere da una delle quantità pro- 
poste un fattore che non entrava puuto nell' altra , cosi potrà 
introdursi in questa un nuovo fattore , purché non sia fattore 
della prima. Con tale operazione il massimo cornuti divisore di 
queste quantità, il quale non è formato che dai fattori comuni 
ad entrambe , non verrà allatto alterato. Profitterò di questa 
osservazione e moltiplicherò la quantità 3a 3 — 3a’ò-f- ab' — fc 3 
per 4 , che non è fattore della quantità ha' — 5 ab -|- b' , a fine 
di rendere possibile la divisione del primo termine dell’ una pel 
primo termine dell' altra. 

Avrò in questa maniera per dividendo la quantità 
12a 3 — 12 a'b -j- habi — 4ò 3 , 
per divisore la quantità 

ha' — 5 al -f- b‘ , 

ed il quoziente parziale sarà 3a. 

Moltiplicando il divisore per questo quoziente, e sottraen- 
do il prodotto dal dividendo , si avrà per residuo 

3 a'b -(- ab' — 4/i 3 , 

quantità , che in virtù del principio stabilito nel cominciainento 
di quest' articolo, dee anche avere con ha 3 — 5o6 -j- b ' lo stesso 
massimo commi divisore che la prima. 
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Avvalendomi delle osservazioni fatte qui sopra , rigetto il 
fattore 6 , comune a tutti i termini dell’ ottenuto residuo , e 
dopo moltiplico esso residuo [\er h , onde render possibile la 
divisione del suo primo termine per quello del divisore. Ho al- 
lora per dividendo la quantità 

12<r -f- hab — 165* , 
e per divisore la quantità 



ha* — oab -j- b 1 ; 



il quoziente parziale è 3. 

Moltiplicando il divisore pel quoziente , e sottraendo il pro- 
dotto dal dividendo , si ottiene per residuo 

19«5 — 195= ; 

e la questione è ridotta a cercare il massimo comun divisore 
tra questa quantità e 1’ altra 

ha 2 — 5 ab -f-5*. 

Ma la lettera a , per rapporto alla quale si fa la divisione, 
non trovandosi più nel residuo che al primo grado , mentre 
essa è al secondo nel divisore , quest’ultimo è quello che bi- 
sogna prendere per dividendo , e il residuo passerà a divisore. 

Prima di cominciare questa nuova divisione rigetto nel di- 
visore 19a5 — 195’ il fattore 195 comune a tutti i suoi ter- 
mini , il quale non è fattore del dividendo ; ho dunque per di- 
videndo la quantità 



àa= — 5a5 -j- 5= , 

e per divisore 

a — b. 

Facendo la divisione , questa succede esattamente ; dun- 
que ci — 5 è il massimo comun divisore richiesto. 

Risalendo dall’ ultima divisione fino alla prima , si dimo- 
strerebbe a posteriori che la quantità a — 5 dee dividere esat- 
tamente le due quantità proposte, e che la medesima dev'es- 
sere la più composta di tutte quelle che le possnn dividere. 
Ora dividendo per a — 5 le due quantità proposte 

3a 5 — - 3a’6 -f- ai’ — 6V» ha'b — 5<j5= -f- 6 J , 
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esse verranno icomposte come segue : 

(3<p -f- b')(a — 6) , [kob — b-')[a — b). 

49. Allorché la quantità elio si prende per divisore con- 
tiene più termini in cui la lettera per rapporto alla quale si è 
ordinato trovasi al medesimo grado, senza una particolare av- 
vertenza l'operazione non avrebbe mai fine. La ricerca del mas- 
simo cornuti divisore delle quantità 

a'b -f- ac' — d ì , ab — ac-\-d ' 

ne porgerà un esempio. 

Preparando 1’ operazione come per una divisione ordinaria 



a'b -j- ac' — d } 


ab — ac - {- d' 


— a'b -j- a'c — ad' 


a 



resto ire -|- ac' — ad' — tP , 

e dividendo a'b per ah , si trova per quoziente a ; moltiplican- 
do il divisore per questo quoziente , e sottraendo i prodotti 
dal dividendo , il residuo conterrà un nuovo termine , ove a 
sarà al secondo grado , cioè , il termino a'c proveniente dal 
prodotto di -f- ac per a. L’ operazione intanto non avrà fatto di 
questa maniera alcun progresso ; poiché prendendo il residuo 
o’c + ac' -j- ad' -j- per dividendo , e moltiplicandolo per b , 
onde render possibile la divisione per ah , si avrà 



a' le + abe' — abd ' — bd) 
— a'bc -j- a'c ' — aed' 



ab — ac. -f- d' 



resto a'c'-\-abc ' — aed' — abd' — bd 1 , 



ed il termine — ac riprodurrà di nuovo un termine a'c' , in 
cui « sarà pure al secondo grado ; e cosi sempre. 

Per evitare questo inconveniente , si rifletta che i termini 
del divisore possono essere ridotti a due soli colla risoluzione 
del binomio ab — ac nei suoi fattori ; cosi il divisore ab — ac-(-d* 
diventa = a ( b — c)-f-(P; e ponendo per brevità di calcolo 
b — c = m , si avrà per divisore am -(- d' ; ma allora biso- 
gnerà moltiplicare tutto il dividendo a'b + ac' — d i pel fatto- 
re m , ad oggetto di avere un nuovo dividendo , il cui primo 
termine sia divisibile per la quantità am che forma il primo 
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terminò del divisore : T operazione , fatta da capo, Sventerà 

tvbm -j- ac’m — d?m i am + d% 

— a’bm — abd’ j ~~ 

ab -j- e* 

!•* resto — abd 1 -j- ac’m — d}m 

— ac’m — c’d’ 

2.° resto — abd 1 — c’d’ — dhn. 

Questa volta i termini affetti da a ’ sono spariti dal dividendo 
e non vi sono rimasti che i termini affetti dalla prima potenza 
di a. Per mandar via anche questi , si dividerà prima il ter- 
mine ac’m per am , e verrà per quoziente c’ ; moltiplicando il 
divisore pel quoziente , e sottraendo i prodotti dal dividendo 
si avrà il 2. resto ; poi assumendo questo 2.° resto per un 
nuovo dividendo , si ommetterà in esso il fattore d’, che non 
e fattore del divisore ; otterrassi cosi la quantità 

— ab — c’ — dm , 

la quale si moltiplicherà di nuovo per m , e si avrà 

— abm — c 2 m — dm 1 i am -j- d‘ 

+ abm -f- bd 1 IITh 
resto -J- bd’ — c’m — dm’. 

residu0 e ’ m — d ,n ’ di questa ultima divisione non 
Dronnsto P ‘ U “n® 6 dunque esiste ,,n divisore comune tra le du > 

dSa le«e q ra a a ’ ° SS ° °' rà CSSCre del tuUo «Spendente 

Giunta la cosa a tal punto , non può la divisione conti- 
nuam piu per rapporto alla lettera a ; ma si osserverà che se 
esiste un comun divisore indipendente da a tra le quantità 
bd 1 - c’m -dm’ ed am + d ’ , bisogna che esso divida sena 
ratamente le duo parti am e d’ del divisore ; poiché , in gene- 
rale , se una quantità e ordinata per le potenze della lettera 
a , ogni divisore di questa quantità , indipendente da a devo 

X" rasaci * "VXvìX 

n m ! er . C0 “ VI |! C n |,Sene ' basterà fare attenzione che in questo 

una a ‘ muf df « °1 pr ° P ° StU dcv ' esicre « prodotto di 

una quantità dipendente da a, e del divisore comun# eh# u’ e 

8 
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indipendente. Ora se , per esempio , si ha 1’ espressione 

* Aa4 + Ba> + Ca‘ -{- Da + E , 

nella quale le lettere A , B , C , D , E rappresentano quan- 
tità qualunque indipendenti da a, e questa espressione si mol- 
tiplica per una quantità M anche indipendente da a , il prodotto 

MAa4 -f MBa 3 + MCa » + MDa + ME , 

ordinato per rapporto ad a , conterrà pure come prima le me- 
desime potente di a ; ma il coefficiente di ciascuna di questo 
potenze sarà un multiplo di M. 

Ciò posto , rimettendo in luogo di m la quantità b — c da 
tale lettera rappresentata , si avranno le quantità 

bd“ — c* [b — c ) — d (b — c)* , 
a (6 — c) -j- <i* ; 

ora si vede ad occhio che b — ce d' non hanno alcun fattore 
comune ; dunque neppure le due quantità proposte hanno un divi- 
sore comune. 

Se non si fosse potuto conoscere colla semplice ispezione 
oculare che non esisteva alcun divisore comune tra b — c e d\ 
sarebbe stato necessario cercare il loro massimo comun divi- 
sore, ordinandole per rapporto ad una medesima lettera, e poi 
assicurarsi se tal divisore divideva altresì la quantità 

bd* — c’ ( 6 — c ) — d (b — c 

50. In vece di differire alla fine dell’operazione l’indagi- 
ne del massimo comun divisore indipendente dalla lettera per 
la quale le due quantità sono state ordinate, riesce più como- 
do di cercarlo in principio, perchè il più delle volte i residui 
provenienti da ciascuna operazione parziale si complicano a mi- 
sura che si progredisce, ed il calcolo diviene di più in più la- 
borioso. 

Siano , a cagion d’ esempio , le quantità 

a4l* -j- a 3 i 3 -j- fc4c a — a4c’ — a 3 éc’ — 6’c4 , 
a'b ab 1 -|- 6 3 — a'c — abc — b'c , 

delle quali si cerca il massimo comun divisore. Dopo di averla 
ordinate per la lettera a, il che produce 

_ (6* . — c’) a4 -f- (6 J — be') a 3 -j- 64e’ — fc"c4 , 

(b — c) a* -f- (6’ — bc) a + 6 3 — b'e , 
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osservo dapprima che se esse hanno un divisore comune che sia 
indipendente da a , bisogna che questo divida in particolare 
ciascuna delle quantità che moltiplicano le diverse potenze di 
a (i9), ed ancora le quantità Me’ — t>’c4 e 6 J — b 2 c , che non 
racchiudono questa lettera. . 

La quistione è dunque ridotta a trovare i comuni diviso- 
ri delle quantità b 2 —c 2 e 6 — c, ed a verificare in segui- 
to se tra questi divisori ve ne siano alcuni che possano divi- 
dere nel tempo stesso 

lì — i c i e 6 » — bc , Me 2 — 6 J c4 e 6 J — b 2 c. 

Ora dividendo b 2 — c 2 per b — c , si trova un quoziente esat- 
to 6 — j— c ; dunque b — c è divisore comune delle quanti- 
tà b 2 — c 2 e b — c , le quali palesemente non possono averne 
altri, perciocché la quantità b — c non è divisibile che per sé stes- 
sa e per 1’ unità. Adunque altro non resta che accertarsi se 
mai b — c divida le altre quantità riportate qui sopra, o puro 
se divida ad un tempo le due quantità proposte , il che torna 
lo stesso ; ciò accade di fatto , e si ottiene 

(b — f- c) a4 — J- ( b 2 -f- bc) a 3 + i 3 c 3 -f- 5*c* , 
a 2 ba-{- b 2 . 

Per ridurre queste ultime espressioni al maggior grado pos- 
sibile di semplicità , giova tentare se mai la prioia di esse sia 
divisibile per b -f- c , che manifestamente non è fattore della 
seconda ; ora tal divisione venendo eseguita , riesce ; e cosi 
non avrà più a cercarsi che il massimo comun divisore delle due 
semplicissime quantità 

a4 -f- la} -f- b 2 c 2 , 
a 2 -j- ba -j- 6*. 

Operando sopra queste quantità a norma delle regole sta- 
bilite, dopo la seconda divisione si giungerà ad un residuo che 
conterrà la lettera a alla prima potenza solamente ; e siccome 
questo residuo non è comun divisore, se ne dedurrà che la lettera 
a non fa parte del massimo comun divisore cercato , il quale 
per conseguenza non è composto che dal solo fattore b — c. 

Che se oltre a questo comun divisore ne fosse stato trovato 
un altro che avesse contenuto la lettera a, allora, per ottene- 
re il massimo comun divisore richiesto , sarebbe stato neces- 
sario moltiplicare tra loro questi due divisori. 

Del resto , acquistata che si sarà una qualche attitudine 
nell’analisi, le precedenti osservazioni saranno bastanti per riu- 
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venire in tutti i casi il massimo comun divisore ; c si tro- 
verà facilmente chi? le quantità 

6a 5 -f~ 15 aib — iaV 1 — 10a*tc* , 

9 a 3 2> — 27 a*bc — Gaie 1 -j- 186c 3 

liauno per massimo comun divisore la quantità 3a a — 2c\ 

51. Le quattro operazioni fondamentali , cioè a dire l'ad- 
dizione , la sottrazione , la moltiplicazione e la divisione , 
si eseguono sopra le frazioni algebriche nel modo stesso che 
sulle frazioni aritmetiche , avvertendo solo di conformarsi , 
nelle operazioni prescritte dalle regole deH‘Aritmelica, a quanto 
è stato di già insegnato intorno al calcolo delle quantità alge- 
briche. Mi limiterò qui dunque a richiamare alla memoria sif- 
fatte regole, dando dell'applicazione di ciascheduna di esse un 
esempio. 

La somma delle frazioni 



a 

7 



b 

7 ’ 



e 

7’ 



lo quali hanno il medesimo denominatore , cioè la quantità 
a , à , c a + b + e . . . 

7+7+7= -~ d < 65 i- 

La differenza delle frazioni 

a b 

7 e 7 ’ 

che hanno il medesimo denominatore , ovvero la quantità 
a b a — b 
d 



La quantità intera a aggiunta alla frazione — , ovvero le* 

^pressione c 



, b ae , b ac -1- 6 

<H = — = — - — 

c c c c 

Così pure l’ espressione 



( -4ritm. 67 ), 



b ac b 

a = : 

c c 0 



ac - 
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Reciprocamente 



l’ espressione 



a c -f b 
c 




e 1' espressione 




— = a — ( Aritm. 66 ). 



(t c 

52. Le frazioni —, — , essendo ridotte al medesimo deno- 
ti d 

minatore , diventano respetti vamente 

ad bc ... 

-, - (Antm. 68). 

Quando le frazioni proposte sono uguali, dev'essere aibzzbc; 
allora dividendo i due membri per ci e chiamando q il quo- 
ziente , verrà 

ad a bc b ... , . 

7d = - = q '7d=-d :=q ’ pd,q ««« = «?. 6 = ^*» 

dunque in tale circostanza ì due termini d’ una delle frazioni 
non sono che quelli dell'altra moltiplicati per un fattore comune 
Le frazioni 



a c e g 

7’ 7 ’ J' 7' 

mediante la stessa riduzione , assumono respettivamente la forma 
adfh cbfh ebdh gbdf 
bdfh ‘ 



[Aritm. 69). 



bdfh ’ bdfh ’ bdfh ’ bdfh 

Nel numero 69 dell’ Aritmetica ho dato un metodo per ot- 
tenere in certi casi un denominatore più semplice di quello che 
risulta dalla regola generale ; i simboli algebrici ne facilitano 
di molto l’applicazione, come or ora si vedrà. 

a d 

Siano , per esempio , le due frazioni — , — da ridursi 

oc 0 / 



alla medesima denominazione. Egli è chiaro che i due deno- 
minatori sarebbero gli stessi, se fosse f fattore del primo, e c 
fattore del secondo. Si moltiplicheranno adunque i due termini 
della prima frazione per f, e i due termini della seconda per 



le due 



e si otterranno le frazioni 
abf bed 
bbcf 6 bbcf 



17f e TTf più semp,ici del ' 

che si sarebbero avute moltiplicando am- 
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bi i termini di ciascuna dello frazioni proposte pel denomina- 
tore dell’ altra. 

In generalo , per comporre il denominatore comune , ti riu- 
niranno in un solo prodotto tutti i fattori primi differenti dei de- 
nominatori delle frazioni proposte , innalzati alla più alta delle 
potenze che in tali denominatori si trovano avere respettivamen- 
te ; indi si completerà l' operazione col moltiplicare il numera- 
tore di ciascuna frazione pei fattori di tal prodotto , che man- 
cano nel denominatore della frazione. 

Avendo , a cagion d’esempio , le frazioni ~- , — , 

b*c bf cg 

formo il prodotto b*cfg; poi moltiplico il numeratore della pri- 
ma frazione per fg, quello della seconda per bcg, quello della 
terza per b’f, ed ottengo 

afg bcdg b*ef 
b’cfg ’ b’cfg ’ b'cfg ' 

53. Per la moltiplicazione si ha 

— Xc=— (Arttm. 53) , 
a c ac 

T* i = u 

Per la divisione , 

~ da dividersi per c , dà , ovvero ~ X ( Aritm . 54, 76) ; 

— da dividersi per —■ , produce — X — = — ( Aritm. 79). 
b d bebé ' 

I termini delle frazioni precedenti erano monomi; ma se 
si avessero frazioni i cui termini fossero polinomi , allora non 
dovrebbero che eseguirsi , col mezzo delle regole date per le 
quantità complesse , le operazioni indicate sopra i monomi ; pro- 
cedendo in tal guisa si otterrà 

a’ -f- b 7 a — b [a 1 -f- 6»)(a — b ) 

c -f- d c — d fa - ! - d)(e — d) 



a 3 -j- a£’ — a J £ — £ 3 
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Il quozieute della frazione 



a * 4-b 1 
c + d 



divisa per 




a’+b 1 ^ c — d (tt» + ^)(c — d) 

^ c 4 - d ^ a — b (c-j-d)(a — b) 

a’c 4* b’c — a’d — b J d 
ac -j- ad — he — bd 

e lo stesso si pratichi nelle altre operazioni. 

54. Possedendo bene tutto ciò che precede, si e nello 
stato di risolvere agevolmente qualunque equazione di primo 
grado , per complicata che sia. 

Se si avesse , per modo d 1 esempio , 1’ equazione 






ac 

3a -j- à 



si comincerebbe dal far sparire i denominatori , indicando so- 
lamente le operazioni ; e cosi verrebbe 

(a + b)(* — c)(3a+ b) + 46 (a — 6)(3a + 6) 

— ’2jc (a — 6)(3z* — {— b) — ac ( a b)', 
poi , eseguendo le moltiplicazioni , si troverebbe 

3a’a: + 4ab:r + b*x — 3 a J c — 4a6c — b’c 
12 a »6 — 8«6 J — 4b 3 = 

6a’a; — habx — 2b’x — a’c + abe : 
e trasportando in un sol membro tutti i termini affetti da x, 
si otterrebbe 

— 3a’a; -f- 8a6àr 4" 3b’« 

= 2a’c 4- 5a6c 4- b’c — 12a’b 4- 8ab* 4- 4b J , 

da cui in fine si conchiuderebbe 

2 a’c4-5a6c4- b»c— 12a»b 4- 8ab J 4- 46» ^ 
x ~ — 3a* 4- 8ab 4~ 36* 
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Dei problemi a due incognite , e delle quantità negative. 

55. Nelle quistioni precedentemente risolute non si è ado- 
perata che una sola incognita, e col di lei mezzo , e coll’ ajuto 
insieme delle quantità cognite si sono espresse tutto le con- 
dizioni della quistioue. Pure per taluni di cotesti problemi spesse 
volte riesce più comodo valersi di due incognite ; ma allora 
vi hanno ad essere, esplicitamente o implicitamente , due con- 
dizioni , per formare due equazioni, senza le quali non si potreb- 
bero nel tempo stesso determinare le due incognite. 

La quistione del numero 3 , massime come sta enunciata 
nel numero k , si presenta naturalmente con due incognite ; 
le quali incognito sono appunto i due numeri cercati. In fatti, 
se si denota 

il più piccolo con x , 
il più grande con y , 
la loro somma con a , 
la loro differenza con b , 

avrassi , giusta l’ enunciato del problema , 
x-\- y — a , 
y — x — b. 



Ora ciascuna di queste due equazioni , considerata sola 
e come indipendente dall’ altra , non può assolutamente deter- 
minare una delle incognite. Se , per esempio , si ricava il va- 
lore di y dalla seconda , essa darà 

y = b-\-x, 

valore che a prima giunta sembra nulla mostrare di ciò che si 
cerca, perciocché contiene la quantità x , che non è data; ma se 
questo valore, il quale rappresenta la incognita y, si pone in luo- 
go di essa y nella prima equazione , questa non contenendo 
più allora che la sola incognita x , no darà il valore pei meto- 
di già insegnati. 

Ed in verità , per virtù di tale sostituzione , avrassi 



ovvero 
o finalmente 



x-\ -b-\- x = a , 
ibr -j - b = a , 

a — b 



e mettendo questo valore di x in quello di y , il quale è b -}- x , 
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*i otterrà 



y = b+x=.h+ - 





dunque pei due numeri incogniti si sono conseguite in altra 
guisa le medesime espressioni che nel numero 3. 

Agevol cosa egli è pertanto il vedere che la soluzione di 
sopra non dilTerisce punto , in quanto alla sostanza, da quella 
del numero 3; solamente ho piantata e risoluta la seconda 
equazione y — xzzzb, ch’io m’ era contentato di enunciare in 
linguaggio ordinario nel numero citato, e da cui aveva conchium, 
senza calcolo algebrico , che il numero maggiore era x -j- b. 

56. Sia inoltre la quistione : 

Un operajo lavorando presso «w particolare per lo spazio di 
12 giorni , ed avendo acuto seco nei primi 7 giorni sua moglie 
e suo figlio , ha ricevuto per lutti 74 franchi; ha lavorato in 
s’guito presso il medesimo particolare 8 altri giorni , per 5 dei 
quali ha avuto seco sua moglie e suo figlio , ed ha ricevuto per 
questo tempo 50 franchi. Si domanda quanto guadagnava esso al 
giorno di sua parte , e quanto guadagnavano insieme nel mede- 
simo tempo sua moglie e suo figlio. 

Dicasi x il guadagno giornaliero del marito , 
y quello della moglie e del figlio ; 

12 giorni d’ opera del marito produrranno franchi lìr , 

7 della moglie e del figlio importeranno 7y ; 
dunque per la pi-ima circostanza del problema si avrà 

12a--|-7 ; /=7i : 

8 giorni d’opera del marito produrranno 8.r, 

1 5 della moglie e del figlio importeranno 5y ; 

dunque per la seconda circostanza del problema dovrà essere 
8vC -(- oy = 50. 

E ragionando qui come nella quistione precedente , d 
prenderà il valore di y dalla prima equazione , e si otterrà 



7i — 12x 




poi si porrà questo valore nella seconda dopo averlo molti- 

9 
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plicato por 5 , perchè vi è 5y , e verrà 
370 — 00# 



8#-J- 



= 50 , 



equazione la quale non contiene che la sola incognita #. 
Risolvendo questa equazione , si avrà successivamente 

56# + 370 — 60# = 350 , 

370 — 4# = 350 ; 



e trasportando — 4# nel secondo membro , e 350 nel primo , 
si otterrà 

370 — 350= 4# 

20 = 4# 

20 

T~ * 

5= #. 



Ora che si conosce # , perchè si è trovato eguale a 5 , 
so si pone questo suo valore nella forinola 



74—12# 




il secondo membro diverrà cognito , e si avrà 

74 — 12X5 74 — 60 14 

» = 1 =— T— = 7= 

laonde y — 2. 

Il marito adunque guadagnava 5 franchi al giorno, men- 
tre la moglie ed il figlio insieme non no guadagnavano che 2. 

57. Il lettore avrà forse osservato che risolvendo più so- 
pra l’equazione 370 — 4# = 350 , ho trasportato il termine — 4# 
dal primo nel secondo membro : mi sono comportato cosi per 
evitare una lieve difficoltà che avrebbe avuto luogo senza di 
questo , e della quale passo a dare la spiegazione. 

Lasciando — 4# nel primo membro , e trasportando 370 
nel secondo , si avrebbe 

— 4# = 350— 370; 



e riducendo il secondo membro conformemente alla regola del 
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numero 19 , ne sarebbe risaltato 

— kx “ e— 20. 

Ma poiché si è evitato nel numero precedente il segno — dal 
quale era affetta la quantità kx , trasportando questa quantità 
nell^Uro membro ; poiché parimente la quantità 350 — 370 è 
divenuta 370 — 330 cangiando di membro; e finalmente poiché 
una quantità passando cosi da un membro all’altro cangia di se- 
guo (10) , è evidente potersi giungere ai medesimi risultamenti 
mutando immediatamente i segni delle quantità — kx , -f- 330 
e — 370, il che darà 

kxz= — 330 + 370 , 
ovvero kx = 370 — 330 , 

equazione che in tutto è la stessa cosa che 
370— 350 = kx. 

Anzi può farsi il cangiamento di segno a dirittura sopra 
l' ultimo risultamento 

-r- kx = — 20 ; 
e viene allora , come sopra , 

kx = 20. 

Di qui è che tutte le quantità affette dall' incognita potranno 
trasportarsi indifferentemente nell' «no o nell' altro membro ; av- 
vertendo solo di nettare nel tempo stesso tulli i segni in en- 
trambi i membri dell' ultimo risultamento , qualora l’ incognita 
verrà affetta dal segno — . 

58. Prima d’ intraprendere col mezzo delle lettere la ri- 
soluzione generale del problema del numero 56, piacerai esa- 
minare un altro caso particolare. Suppongo che la prima som- 
ma ricevuta dall' operajo sia di 46 franchi , e la seconda di 30 
franchi , le altre circostanze restando per altro le stesse ; le 
equazioni del problema saranno in tale supposto 

12a* — }— = 46 , 

8* -f 5y = 30. 

La prima dà 

46 — 12x 

v = — » ! 
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moltiplicando questo valore per 5 per mettere il risultameut» 
in luogo di »</ nella seconda , si avrà 



8ar + 




facendo sparire i denominatori , si otterrà 

56x -f 230 — CO* = 210 , 
ovvero 56x — 60 .r 2 1 0 — 230 , 

o pure — hx — — 20 ; 

c cangiando i segni dei due membri , secondo l osservazione 
del numero precedente , troverassi infine 

kx — 20 , 




Se ora nell’ espressiope di y si sostituisce iu vece di x il 
di lui valore 5 , verrà 




e riducendo il numeratore del valore di y , emergerà 



— là 




Frattanto come dovrà egli mai interpetrarsi il segno — 
da cui è affetta la quantità isolata là ? Ben si comprende ciò 
che significa il complesso di due quantità separate dal segno — , 
allorché la quantità da sottrarre è minore di quella da cui deo 
sottrarsi ; ma da qual cosa può mai sottrarsi una quantità 
che non è unita a verun’ altra nel membro ove si trova H 
Per illustrare questa specie di paradosso , il miglior mezzo 
che si presenta , è quello di risalire alle equazioni stesse che 
esprimono le condizioni del problema ; eonciossiachè stando co- 
ti più da presso al suo enunciato , vi si potranno meglio leg- 
gere le circostanze che hanno dato luogo all’attuale difficoltà. 

Riprendo adunque 1’ equazione 

12a~ -j- 7y — - 46 , 

pongo in luogo di x il di lui valore 5 , e vieua 
60 -f-'7i/ = 46. 
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Ora guardando solamente questa equazione , vi si scorge un 
assurdo. In fatti non ò possibile formare il numero 46 aggiun- 
gendo una quantità al numero 60 , che solo già sorpassa 46. 
Prendo pure la seconda equazione 
8x -f- 5j/ = 30 , 

e ponendovi 5 in luogo di x , trovo 
40 -f 5;/:= 30; 

e questa equazione rinchiude il medesimo assurdo dianzi in- 
contrato , giacché converrebbe che il numero 30 potesse for- 
marsi aggiungendo una quantità al numero 40. 

Ora le quantità 12.r ovvero 60 nella prima equazione , 
8x ovvero 40 nella seconda , esprimono ciò che guadagna 
I’operajo col suo solo lavoro; le quantità 7<j e 'iy rappresen- 
tano i guadagni attribuiti a sua moglie insieme od a suo ti- 
glio ; mentre i numeri 46 e 30 denotano la somma data pel 
salario cumulato di queste tre persone : è da vedere presente- 
mente con accuratezza in che consista 1’ assurdo. 

Si osservi che giusta 1’ enuncialo 1’ opera jo guadagnerebbe 
più da se solo di quel che non faccia ajutato dalla moglie e dal 
tiglio; è dunque impossibile di considerare il danaro attribuito 
al lavoro della moglie e del figlio come un aumento al sala- 
rio di quest’ operajo. 

Ma se in vece di prendere il danaro attribuito alla mo- 
glie insieme ed al figlio come un guadagno , si riguardasse co- 
me una spesa fatta da essi a carico dell’ operajo, allora biso- 
gnerebbe togliere questo danaro da quello guadagnato dal solo 
marito, e non vi sarebbe più contraddizione alcuna nelle equa- 
zioni , perchè esse diverrebbero 

60 — 7y=k6, 

40 — 5y = 30. 

Si ricaverebbe si dall' una che dall’ altra 

V = 2; 

e quindi si conchiuderebbe che se 1’ operajo guadagna 5 fr. 
al giorno , la moglie unita al figlio gli cagionano una spesa di 
2 fr.; il che può d’ altronde verificarsi nel modo seguente. 
Per 12 giorni di lavoro 1’ operajo guadagna 

5fr. X 12 ovvero 60fr. ; 

la spesa cagionatagli da sua moglie e da suo figlio per Io spa- 
zio di 7 giorni è di 

2fr. X 7 ovvero 14fr. : 
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restano dunque all'operajo 4-6 fr. 

l'or 8 giorni di lavoro 1’ operajo guadagna 

ofr. X 8 ovvero 40 f r- ; 

la spesa di sua moglie e di suo figlio per 5 giorni è di 
2fr. x 5 ovvero 10fr. : 

restano dunque all’ operajo 30 fr. 

Presentemente è cosa ben chiara che all’enunciato del nu- 
mero 56 , perchè il problema proposto sia possibile coi dati 
precedenti, conviene sostituire quest’auro: 

Un operajo lavorando presso un particolare per 12 giorni, 
cd avendo avuto seco nei primi 7 giorni sua moglie e suo figlio, 
che gli cagionavano una spesa, ha ricevuto 46 franchi; ha lavo- 
rato in seguito altri 8 giorni, per 5 dei guati aveva con sè sua 
moglie e suo figlio, i quali gli cagionavano ancora la medesima 
spesa, ed ha ricevuto 30 franchi. Si domanda quanto guadagna- 
va al giorno , e quanto spendeva nel medesimo tempo per sua 
moglie insieme e suo figlio. 

Chiamando x il guadagno giornaliero dell’ operajo, cd y la 
spesa cagionatagli dalla moglie c dal figlio in ciascun giorno , 
lo equazioni del problema saranno evidentemente 

I2x — hj = 46 , 

8.r — a;/ = 30 , 

le quali venendo risolute come quello del numero 56 , da- 
ranno 

x =. Sfr. , y — 2fr. 

59. In tutti i casi nei quali si troverà pel valore dell’incognita 
un numero affetto dal segno — , potrà aggiustarsi l’enunciato 
del problema in una maniera analoga alla precedente , esami- 
nando con accuratezza qual sia la quantità che , da additiva 
che essa era nel primo enunciato, dee diventar sottrattiva nel 
secondo ; ma 1’ Algebra ci dispensa da qualunque ricerca su 
questo soggetto , qualora si saprà convenevolmente operare so- 
pra le espressioni aifette dal segno — ; imperocché queste espres- 
sioni essendo dedotte dalle equazioni del problema , deggiono 
soddisfare a queste equazioni: vale a dire che sottoponendole alle 
operazioni indicate nelle equazioni , si deve trovare pel primo 
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membro un valore eguale a quello del secondo. Cosi l’espres- 
— 14 

sione — — cavata dalle equazioni 

12x -f 7j/ = 46 , 

Sx + 5j/ = 30 

deve unitamente al valore x = 5 dedotto dalle equazioni me- 
desime, verificarle entrambe. 

La sostituzione del valore di a; dà a prima giunta 

60 -j-7i/ = 46 , 

40 -f- 5y = 30. 



Rimane ora a fare la sostituzione di — - — in luogo di y ; 

c a tale oggetto conviene moltiplicare questa espressione per 7 
e per 5 , avendo riguardo al segno — da cui la medesima si 
trova allctta. 

Se vi si applica la regola dei segni data nel numero 42 
per la divisione, avrassi 




poi per la regola dei segni relativa alla moltiplicazione si 
otterrà 

7 X — 2 = — 14, 

5 X— 2=— 10. 

Lo equazioni 

60 7y =46 e 40 + 5y = 30 , 

divenendo respettivamente 

60 — 14 = 46 e 40 — 10 = 30 , 

si troveranno verificate, non già sommando le due parti del primo 
membro , ma bensì sottraendo la seconda dalla prima, come si 
è fatto più sopra dietro la considerazione della forma di co- 
teste equazioni. 

60. Siccome i dati del problema del numero 58 non hanno 
permesso di risolverlo nel senso del primo enunciato , vale a 
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dire per addizione , o sia riguardando conte un guadagno il 
danaro attribuito alla presenza della moglie e del figlio dell' o- 
perajo ; cosi il secondo enunciato non converrebbe niente me- 
glio ai dati del problema del numero 56. 

In fatti se in questo caso si volesse considerare la y come 
esprimente una spesa , le equazioni 

12a: — 7y = 74, 

. 8x — ’òy = 50 

che si avrebbero allora , darebbero 



x = 5 




e la sostituziono del valore di x cangerebbe da prima questo 
equazioni iu 

60 — 7ij = 74 , 

40 — 5y = 50 . 

Ora 1* assurdità di questi risultamenti è precisamente contraria 
a quella dei risultarnenti del numero 58 , giacché si tratta 
ora di essere giunti a residui maggiori dei numeri 60 e 40 , 
dai quali si tolgono le quantità 7y e 5y. 

Pertanto il segno — dal quale è alletta 1’ espressione di 
y, non solo indica un assurdo, ma di più lo corregge ; poiché 
secondo la regola dei segni 




e _7 X _ 2 = + 14, 

— 5 X— 2 = + 10. 

Con questo mezzo le equazioni 

60— 7y = 74, 40— 5y=50, 

diventando 

60 4- 14 = 74, 40-fl0 = 50, 

si verificano per addizione; ed in conseguenza le quantità — 7y 
e — 5y , trasformate in Vi , -}~ 10 , in vece di esprime- 
re spese a carico dell’operajo , son da riguardarsi come un 
guadagno per esso : si ricade adunque anche in questo caso 
sopra il vero enunciato della quistione. 
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Gl. Dai precedenti esempi chiaramente si apprende elio 
negli enunciati dei problemi di primo grado s’ incontrano alle 
volte alcune contraddizioni , che l’Algebra fa non solamente co- 
noscere , ma di cui accenna ancora la rettificazione , rendendo 
sottrattive certe quantità che eransi riguardate come additive , o 
additive certe quantità che eransi riguardate come sottrattive , e 
ciò col dare per le incognite valori affetti dal segno — . 

Ed ecco ciò che dee intendersi allorché si dice comune- 
mente che i valori affetti dal segno — , i quali si , chiamano 
soluzioni negative , risolvono in un senso opposto al di lei enun- 
ciato la quistione ove essi s’ incontrano. 

Quindi è che le quistioni i cui enunciati sono in guisa le- 
gati tra loro , che le soluzioni che soddisfano ad uno di tali 
enunciati , con un semplice cangiamento di segno soddisfanno 
anche all' altro , a parlar propriamente , riguardar si possono 
come un solo e medesimo problema. 

62. Poiché le quantità negative risolvono in un certo sen- 
so i problemi da cui derivano, egli è a proposito di esamina- 
re più da vicino 1’ uso di queste quantità , e primieramente di 
assicurarsi della maniera colla quale conviene eseguire le ope- 
razioni sopra di esse indicate. 

Si è fatto uso qui sopra delle regole dei segni preceden- 
temente trovate per ciascuna delle operazioni fondamentali ; ma 
queste regole non sono state affatto dimostrate sopra quantità 
isolate. Nella sottrazione, a cagion d' esempio , si suppose che 
bisognava togliere da a 1’ espressione b — c , nella quale la 
quantità negativa — c era preceduta da una quantità positiva 6 
(20). Ora ben si potrebbe ridurre b — c a — c , ponendo b=z 0, 
il che muterebbe quel risultamento in a -f- c ; ma il ragiona- 
mento fatto nel luogo citato, supponendo resistenza della quan- 
tità b , non è rigorosamente applicabile a questo caso ; e sic- 
come la teoria delle quantità negative è una delle più impor- 
tanti ed insieme delle più spinose dell’Algebra , interessa molto 
appoggiarla sopra salde basi. Per conseguire un tal fine , bi- 
sogna prender le mosse più da lontano , e risalire sino all’ori- 
gine delle quantità negative. 

La maggior sottrazione che può farsi da una quantità , è 
il toglierla da sé stessa; ed in siffatto caso si ha per residuo 
zero : cosi a — a = 0. Ma allorché la quantità da sottrarsi su- 
pera quella da cui dee sottrarsi , la sottrazione non può più 
eseguirsi per intero ; ed altro non si fa che operare nella quan- 
tità da sottrarre una riduzione uguale alla quantità dalla quale 
essa dovrebbe esser sottratta. Quando da 3, per esempio, bi- 
sogna togliere 5 , ovvero quando si ha la quantità 3 — 5 , to- 

10 
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gliendo a prima giunta 3 «la li , vi«;ne a «1 crroiniaorsi il !J nelle 
due parti 3 e 2 delle quali la successiva sottrazione equivale 
a quella di 5 ; e perciò in luogo di 3 — 5 si ha l'espressione 
equivalente 3 — 3 — 2 che si riduce a • — 2. Il segno — che 
precede il 2 , dimostra che vi sarebbe stato bisogno di questa 
quantità , affinchè la sottrazione avesse potuto interamente l'ar- 
si ; di maniera che se si fosse aggiunto 2 alla prima delle 
quantità , si sarebbe ottenuto 3 -f- 2 — 5 , cioè zero. Si espri- 
me dunque per mezzo dei segni algebrici l’idea da doversi an- 
nettere alla quantità negativa — a , formando l'equazione a — a 
= 0,o sia riguardando i simboli a — «, fi — b, ec. come 
equivalenti a zero. 

Ciò posto, ben si comprende clic unendo alla quantità qua- 
lunque a il simbolo b — b , che in sostanza non è altro che 
zero, non si cangerà punto il valore di questa quantità , e che 
in conseguenza 1' espressione a -J- b — b non è che un' altra 
maniera rii scrivere la quantità « ; il che è per altro evidente, 
poiché i termini -(-fi c — A si distruggono. 

Ma avendo con tal cangiamento di forma fatto entrare nella 
composiziono di a lo quantità -}- 6 c — fi, egli è chiaro che per 
sottrarre una qualunque di queste quantità , basterà cancellarla. 
Se si vuol togliere -|- 6 da a , si cancellerà -j— fi , e resterà a — fi, 
il che va d’accordo colla convenzione stabilita nel numero 2 ; 
che se al contrario si vorrà sottrarre — fi , si cancellerà que- 
st’ ultima quantità, e resterà a -(-fi, come si conchiuderelbo 
dal numero 20. 

In (pianto alla moltiplicazione si osserverà che il prodotto 
di a — « per -(-fi dev’ essere ab — ufi, perchè il moltiplicando 
essendo uguale a zero , il prodotto deve pure essere zero ; ed 
il primo termino essendo -f- ab, il secondo dee necessariamente 
essere — ab , per distruggerò il primo. 

Si conchiuderà da ciò che — a moltiplicato per -(- fi deve 
dare — «fi. 

E moltiplicando a per fi — 6 , avrassi pure ab — ab , per- 
chè il moltiplicatore essendo uguale a zero , il prodotto sarà 
parimente uguale a zero ; p bisognerà in conseguenza che il se- 
condo termine sia — ab per distruggere il primo -f- ab 

Dunque -f- a moltiplicato per — fi deve dare — ab. 

Finalmente se si moltiplica — a per fi — 6, il primo ter- 
mine del prodotto dovendo essere , per ciò che precede, — ab, 
converrà che il secondo termine sia -(- ab , poiché il prodotto 
dev’ esser nullo nel medesimo tempo che il moltiplicatore. 

Dunque — a moltiplicato per — fi deve dare -(- ab. 

Ravvicinando questi risultamenti , se ne deducono le me- 
desime regole che quelle del numero 31. 
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Il seguo di un quoziente , combinato con quello del divi- 
visore , seguendo le regole proprie alla moltiplicazione , do- 
\endo riprodurre il segno del dividendo , si conchiuderSi dal già 
detto , che la regola dei segni , data nel numero ki , conviene 
ancora al caso presente , e che per conseguenza te quantità mo- 
nomic , quando sono isolate , si combinano , rispetto ai loro sc- 
ijtii , come quando fan parte dei polinomi. 

03. U.etro queste osservazioni si potrà sempre , qualora 
s' incontreranno valori negativi, risalire al vero enunciato del 
problema risoluto , cercando in qual maniera questi valori sod- 
disfacciano allo equazioni del problema proposto ; e ciò verrà 
maggiormente confermato dall' esempio seguente , il quale si 
riferisce a numeri differenti nella specie da quelli considerati 
nella quistione del numero 56. 

6à. Due corrieri, per andare all' incontro l’uno dell'altro, 
partono nel medesimo tempo da due città , la cui distanza è da- 
ta ; è noto quanti chilometri percorre ciascuno dei corrieri in 
un ora , e si cerca a qual punto della strada che unisce le due 
città , questi corrieri s' incontreranno. 

Per rendere più evidenti le circostanze del problema , ho 
posto qui sotto uria figura nella quale i punti indicati dalle let- 
tere maiuscole .1 e li rappresentano i luoghi di partenza dei 
duo corrieri. 



A 



R 



B 



Esprimerò al solito con lettere minuscole le quantità note 
e le quantità incognite del problema. E dirò 

a fa distanza dei punti di partenza A e B , 

b il numero dei chilometri che percorre in un’ ora il car- 
riere partito dal punto A , 

c il numero dei chilometri che percorre nello stesso tempo, 
il corriere partito dal punto B. 

Inoltre supponendo che la lettera R sia situata nel punto 
d’ incontro dei due corrieri , chiamerò 



x la lunghezza della strada AB percorsa dal primo , 

y la lunghezza della strada Bit percorsa dal secondo ; e 
siccome 

AB -j- Bit —AB , 

avrò l’ equazione 



x-j-y=z a. 

Considerando poi che gli spazi x ed y sono percorsi nel 
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medesimo tempo , si osserverà che il primo corriere, il quale 
fa un numero b di chilometri in un’ ora di tempo , percorrerà 

X 

lo spazio x in un tempo rappresentato da — . 

Parimente il secondo corriere , che percorre un numero 
c di chilometri in un’ ora , percorrerà lo spazio y in un tem- 



V 

po espresso da : si avrà dunque 



Le equazioni del problema saranno per conseguenza 
*’ + !/=«, 
f._X 

b c 

L facendo sparire il deuoniinatiore b dalla seconda, si avrà 

c 

ponendo questo valore di x nella prima equazione, essa diventerà 
by 



+ V = u . 



e se ne couchiuderà 



uo 

by + CIJ = ac , e quindi y = — — . 

b-f-c 

Sostituendo poi il trovata valore di y in quello di sotterrassi 

b ac abc 

x= — X r-j— . ovvero x = - 7 — (53) , 
c fi — f— c c(6-J-c) 



0 lilialmente 



ab 

* = rr: < 38 )- 



Poiché non entra alcun seguo — nei valori di x e di y , è 
evidente che qualunque siano i numeri ohe si prendono in vece 
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delle lettere a , b , c , si troveranno sempre per x e per y due 
numeri affetti dal segno + » e che in conseguenza il problema 
proposto sarà sempre risoluto nel senso preciso del suo enun- 
ciato. In fatti si comprende facilmente che in tutti i casi in cui 
due corrieri vanno nel tempo stesso l’uno «verso l'altro, deb» 
bano necessariamente incontrarsi. 

65. Suppongo ora che i due corrieri vadano verso la stessa 
parte , in modo che quello che è partito dal punto A , corra 
dietro a quello che è partito dal punto B , andando verso un 
punto C , posto al di là del punto B , rispetto al punto A. 



A BBC 

E manifesto che in questa supposizione il corriere partito 
dal punto A non può raggiugnere il corriere partito dal punto 
B , a meno che non corra più veloce di quest’ ultimo ; e che 
il punto d’ incontro R non è più tra A e B , ma al di là di B 
per rapporto ad A. 

Conservando i medesimi dati di sopra , e avvertendo elio 
allora 



AR r- BR = AB , 

si avrà 



La seconda equazione 



x — y =z a. 




non esprimendo che 1’ eguaglianza dei tempi impiegati dai cor- 
rieri nel percorrere gli spazi AR e BR , rimane la stessa. 

Le due equazioni qui sopra, venendo risolute come le pre- 
cedenti , danno 



x 





by — cy = ac , 




6 * ac abe 

7 X b^~c ~~ ’ 
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c finalmente 

ab 



Qui i valori di x e di y saranno positivi sol quando si 
prenderà b maggiore di c , cioè a dire , quando si supporrà 
che il corriere partito dal pulito A, vada con celerità maggiore 
dell’ altro. 

Se , per esempio , si suppono 



«2- 

II 

K) 

O 


C 


10, 


20« 


20« 


— 2 a 


* — 20—10 ~ 


10 




10a 


10« 




V ~ 20—10 


10 


— a 9 



donde risulta che il punto d' incontro R è lontano dal punto A 
di due volte AB. 

So poi si suppone b minore di c , facendo per esempio , 



si trova 



6 = 10 , c = -20 , 

10tf 10a 

X ~ 15=20 — ~~ a> 



20a 20a ^ 

V ~ 10—20 — —10 -~- a ‘ 

Questi valori esseudo affetti dal segno — , dimostrano che 
il problema non può più essere risoluto nel senso del suo enun- 
ciato ; ed in fatti è assurdo il supporre che il corriere partito 
dal punto A , non percorrendo che 10 chilometri per ora, possa 
mai raggiungere il corriere partito dal punto B , il quale per- 
corre 20 chilometri per ora , ed è avanti al primo. 

66. Frattanto questi medesimi valori risolvono il problema 
in un certo senso ; perciocché sostituendoli nelle equazioni 

x — y = u, 

* _ y_. 

b c ’ 
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si ha , per le regole dei segni , 

— a -(- 2a = a , 

a 2 a 

~ ÌÓ-“2Ò’ 

equazioni che sono soddisfatte , poiché effettuando le riduzioni 
che si presentano , il primo membro diventa eguale al secon- 
do ; e se si fa attenzione ai segni dei termini che compongono 
la prima, si vedrà in qual modo convenga modificare l'enun- 
ciato del problema per toglierne l’assurdo. 

Di fatto lo spazio a corrispondente ad x e percorso dal 
primo corriere, è quello che veramente vien sottratto dallo 
spazio 2a corrispondente ad y e percorso dal secondo corrie- 
re ; è dunque come se si fosse cangiato y in x e x in y , e 
come se si fosse supposto che il corriere partito dal punto B 
andasse dietro all’altro. 

Questo cangiamento nell’enunciato ne produce uno nella 
direzione del corso dei due corrieri; essi non camminano più 
verso il punto C , ma dal lato opposto, verso il punto C 1 , corno 

10 mostra la seguente figura : 

C' R' A B R C 

ed il loro incontro succede in R'. Risulta da ciò 
BR' — AR' — AB , 

11 che dà 

y — x = a; 

d' altronde si ha sempre 



e si troverebbe 



x y 

~b c~ ’ 



ab 10<i 

37 — ~c—b ~ 20^10 



ac 20a 

V ~ 7—b “ 20— io 



= 2a : 



valori positivi , i quali risolvono il problema nel senso preciso 
del di lui enunciato. 
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07. Questo problema presenta un caso nel quale è del 
tutto assurdo. Un tal caso ha luogo allorché si suppone chu 
i due corrieri camminino colla stessa velocità ; è manifesto 
che da qualunque lato si facciano camminare, essi non possono 
mai incontrarsi, perciocché conservano sempre tra loro la stes- 
sa distanza dei loro punti di partenza. Questo assurdo, che nes- 
suna modificazione nell’enunciato può far disparire, si manifesta 
evidentemente nelle equazioni. 

Si ha allora 6 = c, poiché i corrieri, andando colla stessa 
celerità, percorrono il medesimo spazio in un’ ora ; quindi 1' e- 
quaziono 

•* y_ 

b ~ c ' 

diventa 

x y 

T ~ b ' 

e dà 



X — y. 

Perciò l’ equazione x — y = a si cangia in 



x — • x = a , cioè in 0 = a, 



risnltamcnto palesemente assurdo , poiché suppone nulla una 
quantità a la cui grandezza è data. 

68. Cotesto assurdo si manifesta in una maniera molto 
singolare nei valori dello incognite 





il loro denominatore b — c divenendo 0 allorché b — c , si ha 



ab ac 




Non si comprende tanto facilmente che possa essere il 
quoziente di una divisione, quando il divisore è zero ; si vede 
solo cho se si prendesse b pochissimo differente da e, i valori 
di x e di y diverrebbero grandissimi. Per convincersene, non 
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si ha a far altro che assumere 

6 = 6 chil - , c = 5 chiI - , 8 ; 

e si avrà 

6a 

* — òj — 30a * 

5,8a 

y= ^ =29a? 



si passi in seguito a 



b = G, 



e si otterrà 



c = 5,9, 



fia 

*= 5 ^ = 60 ., 



facciasi ancora 
e verrà 



5,9a 

0,1 



= 59a ; 



6 = 6 , 



c = 5,99 , 



X ; 



6a 



0,01 

5,99a 



= 600a , 
= 599a ; 



J 0,01 

c . Sl v ®^ e facilmente che il divisore diminuendo a misura cho 
si rendo piu piccola la differenza dei numeri 6 e c , si otten- 
gono valori sempre maggiori. 

Frattanto, siccome per quanto piccola cho sia una quan- 
tità , essa non può essere giammai presa per zero , ne segue 
che per quanto si suppongano poco differenti tra loro i numeri 
rappresentati da b e da c, ed in conseguenza per quanto gran- 
di fossero i valori risultanti di x e di y , giammai si giunge- 
rebbe a quelli elio corrispondono al caso di 6 = c. 

Questi ultimi non potendo essere rappresentati da alcun 
numero, per grande che si supponga , sono detti infiniti ; ed 

ogni espressione della forma , il cui denominatore è zero, 



è riguardata come il simbolo deH'in/tniVo. 



11 
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Questo esempio dimostra che 1’ infinito matematico è un’ 
idea negativa , perciocché non vi si perviene che per l'impossibi- 
lità di assegnare una grandezza che possa risolvere il problema. 
Potrebbesi qui domandare come i valori 



ab ac 




soddisfanno alle equazioni proposte ; perchè è una proprietà 
essenziale dell’ Algebra che i simboli dei valori dello incognite, 
qualunque essi siano , venendo sottomessi alle operazioni indi- 
cate sopra queste incognite, debbano soddisfare alle equazioni del 
problema. 

Sostituendoli nelle equazioni 

x — y = a, 

— — 'i 

b ~~ b’ 



che corrispondono al caso in cui b — c , si ha per la prima 



ab 

oT 




ovvéro — - — = a , o pure, ab — ab = a X 0» o finalmente 

0 = 0, poiché a X 0 — 0. 

La seconda equazione nella medesima circostanza dà 
- ab ab 

ox<,~ 6xé ; 

e così i due membri di ciascuna equazione divenendo eguali , 
queste equazioni sono soddisfatte. 

Resta ancora a spiegare come la nozione indicata dal- 

1' espressione ^ corregga l’assurdo del risultamento trovato nel 

numero f>7. A tal uopo si divideranno per x i due membri 
dell’ equazione 

x — y = a •, 
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e si avrà 




e siccome I' equazione 




dà x — y , la prima diverrà 

, , a a 

i — > = — , ossia 0 = — . 
x x 

Qui 1' errore consiste nella quantità — di cui il secondo 

membro supera il primo ; ma questo errore diverrà sempre più 
piccolo a misura che prenderassi per x un numero successivamen- 
te maggiore. Adunque con ragione l’Algebra dà per a; un’espres- 
sione da non poter essere rappresentata da alcun numero , per 
grande che fosse, quale espressione però, venendo in seguito di 
quelle che rappresentano numeri di mano in mano più grandi, 
indica in qual senso possa diminuirsi sempre più l’errore della 
supposizione. 

69. Se i corrieri , camminando con eguale velocità e por 
lo stesso verso , partissero dallo stesso punto , il loro incontro 
non succederebbe più in un punto particolare , perchè avreb- 
be luogo in tutta 1’ estensione del loro corso : ora giova vede- 
re come questa circostanza venga rappresentata dai valori che 
prendono in questo caso le incognite x ed y. 

B 

A C 

Il punto A ed il punto B essendo riuniti in un solo , si 
lia per tal caso a = 0 , e tuttavia b c ; adunque verrà 

0.6 0 0 . c 0 

X ~~ 0 ~ 0 ’ V 0 0 " 

Per interpolare questi valori i quali indicano una divi- 
sione in cui il dividendo e il divisore sono ambidue nulli , 
risalgo alle equazioni del problema. La prima divenendo 

^ x — !/ — 0 , dà x ~ y ; 
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e sostituendo questo valore nella seconda equazione , che iu 
questo caso è 




ne viene 




L’ ultima equazione avendo i suoi due membri identici , 
cioè composti dei medesimi termini , presi col medesimo se- 
gno , è soddisfatta , qualunque sia il valore che diasi ad y , e 
però non potrebbe determinare questa incognita. Altronde 
è chiaro che l’equazione 



x 11 

— ~ , si riduce ad x = y , 

U b 



e non esprime per conseguenza nulla di più che la prima (’). Ri- 
sulta solamente dall’ una e dall’ altra , che i due corrieri sa- 
ranno sempre insieme, poiché le distanze x ed y hanno ambe- 
due principio nello stesso punto A , e sono eguali, i loro valori 



restando peraltro indeterminati. L’espressione 






que il simbolo d’ una quantità indeterminata : dico qui , per- 
ciocché vi sono dei casi dove questo non succede ; ma allora la 
espressione proposta non ha la stessa origine della precedente. 
70. Per darne un esempio , sia 



a (a a — è’) 
b (a — b) 



Questa quantità nella sua forma alluale diviene — quando si 

suppone a = 6 ; ma se si riduce prima alla sua più semplice 
espressione , togliendo via il fattore a — b comune al uume- 



(“) Per abbreviare il discorso, gli analisti applicano alle equazioni 
stesse l’epiteto d ’ identiche : cosi 

= — ■ è un’ equazione identica ; 5 — 3x = 3 — 3-c n’è un’ al- 
tra ; e quando due equazioni non esprimono clic la stessa tosa , si 
ilice pure che queste due equazioni sono identiche. 
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ratorc cd al denominatore , si trova 

a [a -}- b) 
b ’ 

che dà 2 a nel caso di a =zb. 

Non accade lo stesso dei valori di x e di y trovati nel 
numero antecedente ; poiché essi non sono suscettibili d’essere 
ridotti ad una espressione piu semplice. 

Pertanto risulta da quel che si è detto , che quando s’ in- 

0 ,. , 

contra un’espressione che diventa -g- , bisogna , prima di de- 
cidere del suo valore, cercare se il numeratore cd il de- 
nominatore abbiano qualche l'attore comune , il quale diven- 
tando nullo , renda questi due termini eguali a zero nel me- 
desimo tempo ; e togliendolo, si otterrà il vero valore dell’espres- 
sione proposta. Vi sono peraltro dei casi che potrebbero sot- 
trarsi a questo metodo ; ma i limiti di questa opera non mi 
permettono che di far osservare soltanto il (alto analitico. Nel 
trattato del Calcolo differenziale si danno i metodi generali per 

trovare il vero valore delle quantità che diventano — (”). 

71. C iò che precede dimostra chiaramente clic le solu- 
zioni algebriche , o soddisfanno completamente all' enunciato del 
problema, quando esso è possibile , o indicano una modi ponzi o- 
ne da farsi nell' enunciato , allorché i dati presentano contrad- 
dizioni che possono essere tolte, o finalmente fanno conoscere un' im- 
possibilità assoluta, qualora non v’ è alcun mezzo di risolvere coi 
medesimi dati un problema analogo in certo senso al proposto. 

72. Bisogna osservare nella soluzione dei differenti casi 
del problema precedente , che il cangiamento di segno delle 
incognite x ed y corrisponde ad un cangiamento nella direziono 
degli spazi da queste incognite rappresentati. Quando l’ incognita 
y era contata ila B verso A , essa aveva nell’ equazione 

x-\-y = a 

il segno H- > ed ha preso il segno — nel secondo caso , allor- 
ché si è portata dal lato opposto , ossia da B verso C , nu- 
mero 65 , poiché si è avuta per prima equazione 

x — ij — a. 



CI Vengasi il Trattato del Calcolo differenziale, c del Calcolo in- 
tegrale Tom. I , ovvero il Trattato elementare sopra lo stesso soggetto 
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Effettuando questo cangiamento di segno nella seconda 
equazione 

5 _ V_ 
b ~ c ’ 

si troverebbe 

x — y 

T~~T ' 

risultamcnto che non è quello die si è dato nel citato nu- 
mero ; ma è uopo riflettere che lo spazio y si compone di 
multipli dello spazio c che percorre in un’ ora il corriere par- 
tito dal punto B , e questo spazio essendo diretto nel medesimo 
senso dello spazio y , dev’ essere supposto del medesimo se- 
gno , e prendere per conseguenza il segno — allorché questo 
si dà ad y : in grazia di tale osservazione si avrà 




Basta dunque un semplice cangiamento di sogno per com- 
prendere il secondo caso del problema nel primo ; c per tal 
modo 1’ Algebra somministra ad un tempo la soluzione di più 
problemi analoghi. 

Il problema del numero 15 n’ offre un esempio molto evi- 
dente. Si suppose in quell' articolo che il padre doveva al ti- 
glio una somma d ; ora se si vuol risolvere il problema nel- 
l’ ipotesi opposta , vale a dire supponendo che il tiglio debba 
a suo padre la somma d , basterà cangiare il segno di d nel 
valore di x , e si avrà 

bc — d 

X a -j- b 

finalmente se, fatti i conti , nè il padre deve dare al figlio , 
nè questi al padre , converrà fare d— 0 , c verrà 

bc 

a-j-6 " 

Niente è più facile che verificare queste due soluzioni, ponendo 
di nuovo il problema in equazione per ciascuno dei casi che si 
sono ora enunciati. 

13. A solo oggetto di conservare 1' analogia tra i proble- 
mi dei numeri 36 e 64 ho impiegato due incognite nel se- 
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condo. Si potrebbe risolvere si l’uno che l’altro con un’inco- 
gnita sola: imperocché, quando si dice che l’operaio ha rice- 
vuto 71 franchi per 12 giorni del suo lavoro e per 7 di quello 
di sua moglie e di suo figlio, ne risulta che se si chiama y il gua- 
dagno della moglie e del figlio, e se da 71 franchi si toglie Tij, 
resta 71 — 7t/ per dodici giornate dell’ opcrajo ; dal che segue 

eh esso guadagna — — per giorno. 

Calcolando nella stessa maniera il di lui guadagno per la se- 
conda circostanza , si troverà eh’ ei guadagna ^1/ p cr 
giorno. 

Ed eguagliando queste due quantità, si formerà l’cquaziono 

71 — 7y 50 — 5y 

12 ' — 8 ‘ 



Parimente nel problema del numero 61 



.4 • R B 

se x denota lo spazio AR percorso dal corriere partito dal 
punto A, BR — a — x sarà quello percorso dal corriere par- 
tito dal punto B andando verso A ; questi due spazi essendo 
percorsi nel tempo medesimo dai corrieri che fanno rispetti- 
vamente i numeri 6 c c di chilometri per ora , si avrà 



x 

T 



a — x 
c 



donde emergo 



ex = ab — bx ; 



X : 



ab 

é+c 



La differenza tra le soluzioni ora esibito e quelle dei nume- 
ri 56 e 61 non consiste che in questo, vale a dire, che si è formata 
e risoluta la prima equazione col soccorso del linguaggio ordina- 
rio , senza adoprarvi la scrittura algebrica; ed è manifesti 
che quanto più si porta avanti l’ uso del primo modo , tanto 
meno resta da fare col secondo. 

71. Si aggiunge qualche volta al problema del numero 
61 una circostanza che noi rende guari più difficile. 



R 



C 



B 
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Si suppone che il corriere partilo dal punto B si sia messo 
in viaggio un numero d di ore prima di quello che parte dal 

punto A. ... ... 

É chiaro che ciò si riduce a cangiare il punto di par- 
tenza del primo ; poiché se percorre un numero c di chi- 
lometri per ora, percorrerà uno spazio BC = cd in d ore; e si 
troverà nel punto C, allorché 1’ altro corriere partirà dal punto 
A ; di modo che V intervallo tra i due punti di partenza sarà 

AC = AB — BC=a — cd. 



Scrivendo dunque a — cd in luogo di a nell’ equazione del 
numero precedente, si avrà 



x a — cd — x 
b c 



c quindi 



ab — bed 



x = 



b c 

Se i corrieri andassero nel medesimo senso , 

~A B C R 

l’ intervallo tra i punti di partenza sarebbe 

AC = AB + BC = a + cd , 



e la strada percorsa dal corriere partito dal punto A sareb- 
be AR , mentre quella percorsa dall’ altro corriere sarebbe 

CR = AR — AC ; 



si avrebbe dunque 

x 

T 



x — a — cd 



e 



e di qui 

ab 4- bed 

rr> ■ * _ 



75. Il problema enunciato in questa guisa dà luogo ad 
un caso nel quale l' interpetrazione del valore negativo che si 
trova per x , presenta qualche difficoltà ; ciò accade tutte le 
volte che , nel supposto che i due corrieri camminino in sensi 
contrari, si assegna a d un valor tale, che lo spazio BC rap- 
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presentato da cd riesce maggiore della distanza AB, la quale 
c denotata da a. 



C R A B 

In tale ipotesi il corriere partito dal punto B si trova in C , 
dall’ altra parte dal punto A , nel momento che si fa partire 
l’ altro corriere da A verso il punto B ; adunque il supporre 
che in questo stato di cose i due corrieri s’ incontrino , dco 
menare necessariamente all’assurdo. 

Se , per esempio , si avesse 



a = 400 



chil. 



b — 12 



chil. 



c= 8 



chil. 



d = CO 



ne risulterebbe cd — 480 chil ’ , e per conseguenza il punto C 

sarebbe 80 chi1 ' al di là del punto A, rispetto al punto B ; ma 
allora si troverebbe 



400.12—60.8.12 400.3—60.2.12 

8+12 ~ 2+3 

1200 — 1440 _ 240 _ 

— 5 ~ “E - — 

Per la qual cosa l’ incontro de’ corrieri succederebbe in 
un punto R situato alla distanza di 48 c,li1- dall’altra parte del 
punto A, ma tra A e C, tuttoché sembri che il corriere par- 
tito da B , dovendo continuare il suo cammino al di là del 
punto C , non possa essere raggiunto dall’ altro corriere che 
dopo di aver oltrepassato questo punto. 

Frattanto per conoscere qual problema sia stato risoluto 
in questo caso, è necessario sostituire nell’equazione in vece 
di x il numero negativo — m , la quale equazione per tale 
sostituzione diventa 



m a — cd + m 
_ ~b~ c ’ 

ovvero , cangiando i segni dei due membri , 

m cd — a — m 
b c 

12 
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Da ciò si vede die il cammino fatto dal corriere partito 

C ’ ' R ' ’• * A B 

dal punto B , è cd — a — m , ovvero ciò che resta di BC 
quando se ne toglie AB insieme con AB, vale a dire, è CR ; 
o che AC = cil — a : è dunque 'come se il secondo corrie- 
re avesse dovuto partire immediatamente dal punto C in cui 
si trovava nell’ istante della partenza del primo ; ma perchè 
essi vanno in sensi contrari , il loro incontro dee necessaria- 
mente accadere nell’ intervallo AC. In siffatta guisa il caso 
presente rientra nel primo tra quelli del numero 71 , ove 
basta cangiaro a — cd in cd — a per ottenere il valore che 
avrebbe m nell’ equazione di sopra. ( Si vegga la nota alla 
fine del volume ). 

76. 11 problema del numero 56 , reso generale, si enun- 
cia come segue : 

Un opcrajo avendo lacorato un numero a di giorni in una 
casa , cd avendo avuto seco sua moglie e suo figlio per un nu- 
mmi b di giorni , ha ricevuto una somma c ; di poi avendo la- 
voralo nella medesima casa un numero d di giorni , ed avendo 
questa volta avuto con sè per un numero e di giorni sua mo- 
glie e suo figlio, ha ricevuto una somma f : si domanda quanto 
esso guadagnava al giorno per parte sua , e quanto guadagna- 
vano pel tempo medesimo sua moglie insieme e suo figlio. 

Detto qui pure x il prezzo della giornata dell’ operajo , 
ed y quello della giornata della moglie insieme e del figlio, è 
chiaro clic : 

per un numero a di giorni 1’ operajo avrà ax , 

per un numero b di giorni sua moglie e suo figlio avranno by, 

dunque per la prima condizione del problema si avrà 

ax by = c : 

per un numero d di giorni 1’ operajo avrà dx , 

per un numero e di giorni sua moglie e suo figlio avranno ey; 

dunque per la seconda condizione verrà 
dx -f- c’j = f : 

e queste sono le due equazioni generali del problema. 

Dalla prima si trac 
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e moltiplicando questo valore ier d, ondo sostituirlo in luogo 
di x nella seconda , si avrà 



dx =. 



cd — bdy 



c per conseguente 



cd — • bdy 



+«»=r- 



Ora si liberi questa equazione dalle frazioni , 
cd — bdy -j- acy z=z af, 
e di qui si conchiuderà successivamente 
acy — bdy — af — cd , 



e si otterrà 



af — cd 

V — tt • 

ae — bd 

Conosciuta cosi la y , se il suo valore si pone in quello 
della x , quest’ultimo sarà cognito ; c si avrà 

af — cd 

c-b- - 

ae — bd 



x — . 

a 

Ora per rendere semplice questa espressione , bisogna prima 
di tutto fare la moltiplicazione accennata sopra le quantità 



il che dà 



b ed 



af — cd 
ae — bd 



( 53 ) , 



abf — Leti 
ae — bd 



a 

poi ridurre c al denominatore della frazione che 1’ accompa- 
gna , ed eseguire la sottrazione di questa frazione (Ufi): everrà 

ace — bed — abf- f- bai 
ac — bd 
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eioc , fatta la riduzione , 



ace — a 'if 
ae — bd 



a 

Eseguendo la divisione per a (53) , troverassi 

ace — nbf 

x — — , 

a’e — abd 

e togliendo il fattore a comune al numeratore ed al denomina- 
tore (38), si avrà inline 

ce — bf 

X =: — , 

ae — bd 



(*) Perchè non rimanga alcun dubbio intorno al significato di co- 
testa espressione , è d’ uopo riflettere alla 'linea di divisione , che si 
trova situata nello stesso rigo della stampa. Cosi nell' espressione 

x — — - , A rappresenta il dividendo, sia intero, sia frazionario , e B 
B 

il divisore nell' una c nell’ altra ipotesi. Secondo questa convenzione 
A 

~C 

1' espressione x = — significa che x è uguale al quoziente della fra- 

A , A 

zione — divisa per B , e 1' espressione x = denota che x è uguale 
C B 

C 



al quoziente di A diviso per la frazione — ; finalmente 1’ esprcssio- 

C 

£ 

C A 

ne x = — denota che x è uguale al quoziente della frazione — divisa 

V 



per la frazione — . 

D 

Queste osservazioni dimostrano la necessità di situare le linee di 
divisione in modo conforme al risultamento che si vuole indicare. 
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I valori 

_ ce — bf af — cd 

X ae — bd ’ ^ ae — bd 

si applicano allo stesso modo che quelli trovati più sopra per 
le equazioni letterali ad una sola incognita : non hanno che a 
sostituirsi in essi in luogo delle lettere i numeri particolari 
all' esempio che si sceglie. 

Cosi , si otterranno i risultamenti del numero 56, ponendo 
a = 12, 6 = 7, e = 74., 

d= 8 , e = 5 , f= 50 ; 

e quelli del numero 58 , facendo 

a = 12, 6 = 7, c = 46 , 

d= 8, e = 5 , f = 30. 

77. I valori di x c di y non convengono solamente alla 

quistione proposta : essi si estendono a tutte quelle che con- 

ducono a due equazioni di. primo grado a due incognite , per- 
ciocché è manifesto essere tali equazioni necessariamente com- 
prese nelle formolo 

ax by — c , 
dx-j-ey — f, 

purché con le lettere a , 6 , d , e s’ intendano espressi gli ag- 
gregati delle quantità date che moltiplicano rispettivamente le 
incognite x ed y , e con le lettere c , f gli aggregati dei ter- 
mini noti , trasportati nel secondo membro. 

Della risoluzione di un numero qualunque di equazioni del primo 
grado , che contengono un egual numero d' incognite. 

78. Allorché un problema racchiude tante condizioni di- 
stinte quante sono le incognite in esso , ciascuna di queste 
condizioni somministra un’ equazione , nella quale succede 
spesso clic le incognite siano mescolato tra loro , come si è 
già veduto accadere nei problemi a due incognite ; ma so co- 
leste incognite non sono che al primo grado , si potrà pren- 
dere , col modo tenuto nei numeri precedenti , «» una delle 
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equazioni il valore di una delle incognite , come se tulio il ri- 
manente fosse noto , e sostituire questo valore in tutte le altre 
equazioni , le quali in grazia di tal sostituzione non conterran- 
no che le altre incognite. 

Questa operazione , con la quale si manda via una delle 
incognite, si chiama eliminazione. Pertanto se si avranno tre 
equazioni a tre incognite , col mezzo dell’ eliminazione se ne 
dedurranno due equazioni a due incognite , sulle quali si ope- 
rerà come qui sopra ; ed avendo ottenuti i valori delle due 
ultime incognite , si sostituiranno nell’ espressione della prima. 

Se si avranno quattro equazioni a quattro incognite , se 
ne dedurranno primieramente tre equazioni a tre incognite , 
sulle quali si opererà nel modo dianzi esposto; poi i ritrovati 
valori delle tre incognite si sostituiranno nell' espressione della 
prima , e cosi di seguito. 

Ecco per modo d’ esempio un problema che contiene tre 
incognite e tre equazioni. 

79. Sono stati comprali separatamente i carichi di tre vet- 
ture: il primo, che consisteva in 30 misure di segale , 20 d'or- 
zo e 10 di grano , è costato 230 franchi ; 

Il secondo , che consisteva in 15 misure di segale, G d or- 
zo e 12 di grano , è costato 138 franchi ; 

Il terzo , che consisteva in 10 misure di segale , 5 d orzo 
e 4 di grano , è costalo 75 franchi ' 

Si vuol sapere il prezzo della misura della segale, di quella 
dell' orzo , e di quella del grano. 

Sia x il prezzo della misura della segale , 
y quello della misura dell’ orzo , 
z quello della misura del grano. 

Per adempiere la prima condizione , si osserverà che 
30 misure di segale vaieranno 30# , 

20 misure d’ orzo vaieranno 20y , 

10 misure di grano vaieranno 10 z ; 

e come il tutto deve fare 230 franchi , si avrà l’equazione 
30# -f 20t/ -j- 10; = 230 : 



Per la seconda condizione si avranno 
15 misure di segale che vaieranno 


la# , 


6 


d’ orzo 


6.V . 


12 


di grano 


12z , 
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e per conseguente 

15# + 6j/+ 125 = 138 : 

Per la terza condizione si avranno 
10 misure di segale che vaieranno 10# , 

5 d’ orzo 5y , 

4 di grano kz , 

e per conseguente 

10# + 5y + i«=75. 

La quistione proposta sarà dunque ridotta alle tre equa- 
zioni 

30# + 20t/ -f- IO; = 230 , 

15#+ 6y -f- 12- =138, 

10#+ 5;/+ kz = 75. 

Prima d’ intraprenderno la risoluzione, esamino se sia per 
avventura possibile di renderle più semplici , con dividere i 
due membri di qualcheduna (12) per un medesimo numero ; 
e mi accorgo potersi dividere per 10 tutti i termini della pri- 
ma , e per 3 tutti quelli della seconda : eseguite queste divi- 
sioni , non avrò che ad occuparmi delle equazioni 

3# + 2j/+ £ = 23, 

5# + 2y + kz = 4G , 

10# + 5y + à.z = 75. 

Ora nel prendere il valore di una delle incognite in una 
dello equazioni per sostituirlo nelle altre, essendo arbitraria si 
la scelta dell’ incognita che quella dell’ equazione , traggo il va- 
lore di z dalla prima equazione , perchè questa incognita non 
avendo in essa un coefficiente diverso dall’ unità , il suo valo- 
re sarà una quantità senza divisore, cioè una quantità intera; 
e cosi verrà 

£ = 23 — 3# — 2y. 

Sostituendo poi questo valore nella seconda e nella terza equa- 
zione , queste verranno cangiato nelle altre 

5# + 2t/ + 92 — 12# — 8y=46 , 

10# + 5y + 92 — 12# — 8y = 75 ; 
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e riducendo i loro primi membri , si troverà 
92 — Tx — 6y — 46 , 

92 — 2x — 3i/ = 75. 

Per maneggiare queste equazioni, lo quali non contengono 
ora clic due sole incognite , prendo nella prima il valore dell' in- 
cognita y , ed ottengo 

92 — 46 — 7x 46 — 7* 

y — , ovvero y = — ; 



e mediante la sostituzione di questo valore , la seconda equa- 
zione diverrà 



92 — 2x— 3 X 



46 — 7* 
6 



= 75. 



Potrei mandar via il denominatore C alla maniera ordina- 
ria ; ma osservo che questo denominatore essendo divisibile 
per 3 , può esser reso più semplice, eseguendo sulla frazione 

46 — ’ìx 

— la moltiplicazione per 3 , conformemente al numero 

51 dell’ Aritmetica : per tal modo avrò 



92 — '2x 



46 — 7« 
2 



= 75. 



Facendo ora sparire il denominatore 2 , trovo 
18à — hx — 46 + 7x = 150 ; 
ed eseguita la riduzione del primo membro , viene 
138+ 3* = 150, 
da cui finalmente si conchiude 



x : 



150 — 138 



- = - , cioè x = k. 



3 “ 3 

La sostituzione di questo valore nell’ espressione di y dà 

.,_46-7X4_ 46 — 28 18 . . 

y c == 6 — = 7* c,oè y==3; 
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cd in virtù della sostituzione dei valori di x e di y noli’ espres- 
sione di z , si ottiene 

* = 23 — 3X4 — 2X3 = 23— 12 — 6, cioè * = 5. 



Pi qui segue che la misura di segale valeva 
quella d’ orzo 
quella di grano 



2» franchi , 

3, 

5. 



Questo esempio , mentre offre l' applicazione del metodo 
del numero precedente, è notabile per le abbreviazioni di cal- 
colo praticate in esso. 

80. Per esercizio dell’ eliminazione passo a risolvere ul- 
teriormente il seguente problema. 

Un uomo chi si è incaricalo di trasportare vasi di por- 
cellana di tre grandezze diverse, ha pattuito eh' ei pagherà tanto 
per ogni vaso che romperà , quanto riceverà per ciascheduno di 
quelli che consegnerà in buono stato. 

Da prima gli si consegnano due vasi piccoli , quattro me- 
di e nove grandi ; rompe i medi, consegna lutti gli altri in buo- 
no stato , e riceve per questo primo trasporto la somma di 28 
franchi. 

Di poi gli si danno sette rasi piccoli, tre medi e 5 grandi ; 
questa volta consegna in buono stalo i piccoli e i medi, ma rom- 
pe i cinque grandi , e riceve solamente 5 franchi. 

Finalmente gli si consegnano nove vasi piccoli , dieci medi 
ed undici grandi ; rompe tutti gli ultimi , e non riceve in con- 
seguenza che 4 franchi. 

Si cerca sapere ciò che si è pagato pel trasporto <T un ca- 
so di ciascuna grandezza. 

Sia x il prezzo del trasporto d’un vaso piccolo , 
y quello del trasporto d'un vaso medio , 

* quello del trasporto d’un vaso grande. 

Ora egli c palese che ciascheduna delle somme ricevute 
dal facchino è la differenza tra ciò che gli tocca pei vasi che 
ha consegnati in buono stato, e ciò che deve pagare per quelli 
che ha rutti ; dopo questa osservazione ., dalle tre condizioni 
del problema si ricavano respettivamente le equazioni 

2x — lnj- f- 9s=28, 

?*+ 3 g— 53= 3, 

9x + 1 0y — 1 li = 

13 
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Dalla prima ili queste equazioni si ha 

28 -I- \y — 9; 

.r — — — — • 



cd in grazia della sostituzione di questo valore , la seconda e 
la terza equazione diventeranno 



19G + 28j, — 63; 
2 



+ 3» — 5- = 3 , 






Mandati via i denominatori, si avrà 

19G + 28j/ — G3; -f Gy — 10; = G , 

232 4- 3G» — 81; 4- 20j/ — 22; = 8 ; 
e ridotti i primi membri , olterrasei 

19G 4- — 73;= G, 

232 4- 5Gj — 103; = 8 : 

poi, preso il valore di y nella prima di queste equazioni , ri- 
siili era 

73; — 190 
• V ~ ~ 37 ’ 

In virtù di questo valore la seconda diventa 

252 4- 5G X 73 ' ~ 19 °- — 103;= 8 , 

37 

elle liberata dal denominatore 37 , assume la forma 

37 X 252 4- 5G X 73; — 5G X 190 — 37 X 103; = 37 X 8 , 

ovvero 1’ altra 

83GS 4- 7088; — 1 0G70 — 23Q2; = 272. 

f a riduzione del primo membro di quest > risultamento con- 
duce a 

58G;— -2072=27 2, 
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2344 
■586 ’ 



ovvero 



2 = 4. 



E ritornando dal valore di 2 a quello di y , si avrà 

73 X 4 — 190 292—190 102 

J ~~ 34 = 34 = "3T’ 0VVCr ° V=3; 

infine con questi due valori si troverà 



28-j-4X3—9X4 28+12—36 4 

2 = 2 = 2 ’ ovvcro as = 2 * 

Laonde si sono pagati 2 fr. pel trasporto di un vaso piccolo, 

3 per quello di un vaso medio , 

4 per quello di un vaso grande . 
Questi pochi esempi sono bastanti a mostrare l’ andamento 

da tenersi in tutti gli altri casi. 

81. Spesso accade che le incognite non entrino tutte in 
ciascheduna equazione ; ma questa circostanza non cangia il 
metodo : basta esaminar bene il concatenamento delle incognite 
per passare dalle une alle altre. 

Siano a cagion d’esempio le quattro equazioni 

3u — 2y — 2 >, 

2* + 3y = 39 , 

5x — 7z= 11 , . 
hy + 32 = 41 



tra le incognite u , x , y e z. 

Con lieve riflessione si scorgo che prendendo il valore di 
x nella seconda equazione e sostituendolo nella terza , il ri- 
sultamento , che allora conterrà solo y e z , mediante la sua 
combinazione coll' equazione quarta, farà conoscere queste due 
quantità ; poi col valore di y si avranno quelli di u e di x 
per mezzo della prima e della seconda equazione. Operaudo 
in tal guisa , si darà luogo al calcolo seguente : 

x— 39 ~~ 3y 



5X 



39 — 3it 
2 



72 = 11 , 
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195 — 15 >J — 14.3 22 , 

15y + 143 = 173 (57). 

Le due equazioni 

15y + 143 =s 173, 
hy + 33 =3 41 , 



100 

ovvero 

cioè 



venendo risolute , daranno 
y = 5 , 



e col mezzo di questi valori si avrà 






39 — 3 X5 39 — 15 24 

2 2 ~ 2 ’ 


cioè 


x = 12 , 


2 + 2,, 2+10 12 
“ — 3 — 3 “3 


cioè 


« = 4 : 


adunque i numeri cercali sono 






4, 12, 5 e 


7. 





82. Il metodo precedentemente esposto si applicherebbe 
alle equazioni letterali nell’ istesso modo che alle equazioni 
numeriche ; ma la moltitudine delle lettere che bisognerebbe 
impiegare per esprimere generalmente i dati , quando il nu- 
mero delle equazioni e delle incognite è più di due, ha impe- 
gnato gli algebristi a cercare una maniera «li rappresentarli 
con più semplicità, lo la farò conoscere nell’ articolo seguen- 
te ; intanto, per porgere al lettore l' occasione di esercitarsi a 
mettere i problemi in equazione ed a risolverli , ho scritto 
«pii sotto una serie di enunciati , ed ho accennato alla line di 
ciascuno di essi il risultamento cui deesi pervenire. 

1. " Un padre, interrogato sull' età di suo figlio, risponde: 
se dal doppio dell’età che ha presentemente , si tolga il triplo 
di quella che aveva sei anni addietro , si avrà la sua eia at- 
tuale. 

Risposta : il figlio aveva 0 anni. 

2. ” Diofante , autore del più antico libro d' Algebra che ci 
rimanga, consumò nell'infanzia un sesto del tempo che visse , 
ed un dodicesimo nell’ adolescenza; poi ammogliassi , «' passo in 
questa unione un settimo di sua vita, più cinque anni ; indi eb- 
be un figlio , al quale sopravvisse quattro anni ; il figlio P° l 
non giunse che. alla metà dell’ età alla quale pervenne suo pa- 
vide : che età aveva Diofante quando morì ? 
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Risposta : 8i anni. 

3.° Un mercanti : toijlie net princìpio di ogni anno dai fon- 
di che ha in commercio , la somma dì 1000 franchi per le spe- 
se di sua famiglia; ciò non ostante ogni anno il suo capitale s au- 
menta del terzo di ciò che resta , ed alla fine di tre anni tro- 
vasi raddoppialo : quanto aveva egli al principio della prima 
annata '! 

Risposta: 1V800 franchi. 

k." Un mercante ha due specie di thè, la prima di 14 
franchi il chilogrammo , la seconda di 18 franchi ; quanti chi- 
logrammi deve egli prendere di ciascuna specie per formarne una 
cassa di 100 chilogrammi, che valga 1680 franchi? 

Risposta : 30 chilogrammi della prima e 70 della seconda. 

5." Un vaso della capacità di 30 litri è stato empiuto in 
12 minuti , facendovi scorrere successivamente due fontane , dello 
quali una dava 4 litri d' acqua a minuto e l’ altra 3 ; si doman- 
da per quanti minuti ciascuna fontana ha versato acqua nel vaso. 

Risposta : la prima per 3 minuti, e la seconda per 9. 

ti." Quando un orinolo segna mezzodì , la lancetta dei 
minuti sta sopra quella delle ore ; si domanda in qual punto 
del quadrante succederà il prossimo futuro incontro delle lancette. 

5 

Risposta : in quello clic dinota 1 ora, 5 minuti c — di 
minuto. 

Osservazione. Questo problema è un caso particolare di 
quello risoluto nel numero' fio. 

7. ° Un uomo incontrando alcuni poveri, vuol dare 25 cente- 
simi a ciascuno , ma contando il suo danaro, s' accorge che per 
ciò fare gli mancano 10 centesimi ; allora egli non dà che 20, 
centesimi a ciascun povero , e gli rimangono 23 centesimi : si 
domanda quanto danaro aveva quest' uomo , e quanti erano i 
poveri. 

Risposta : aveva 1 franco e 65 centesimi, e i poveri erano 7. 

8. ° Tre fratelli hanno comprato un podere per 50000 fran- 
chi ; mauca al primo, per pagare da sè solo questo acquisto, la 
metà del danaro che Ita il secondo; questi pagherebbe l’ acquisto 
da se solo , se a ciò che possiede si aggiungesse il terzo di ciò 
che ha il primo ; il terzo , p r fare il medesimo pagamento , 
avrebbe bisogno di unire a ciò che ha , il quarto di quel che 
possiede il primo : quanto danaro ha ciascheduno ? 

Risposta : il primo ha 50000 franchi , il secondo 40000 ed 
il terzo 42500. 

9. " Tre giaocatnri , dopo di aver fatto una partila , conta- 
no il loro danaro , e trovano che un solo ha perduto , e che 
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ciascuno degli altri due Ita vinto una somma eguale a quella con 
cui si è posto a giuocare ; Uopo una seconda partita uno dei 
giuocalori , che aveva vinto nella precedente , perde , c ciascuno 
d'ijli altri due guadagna una somma eguale a quella che aveva 
nel principio della seconda partita ; in una terza partita il gio- 
catore , che fino allora aveva vinto, perde, e ciascuno degli al- 
tri due guadagna una somma eguale a quella clic aveva nel prin- 
cipio di quest' ultima partita: allora finiscono di giuocare , ed 
ognuno di essi si trova con 120 franchi. Quanto aveva ciaschedu- 
no dei tre giuocalori entrando in giuoco '( 

Ris. Quegli che ha perduto nella 1 2 parlila aveva 195 franchi , 
quegli che ha perduto nella 2.“ 105, 

quegli che ha perduto nella 3.* CO. 

Formule generali per la risoluzione delle equazioni 
del primo grado. 

83. Per evitare l' inconveniente notato nel principio del 
numero precedente , si è immaginato di rappresentare con la 
medesima lettera tutti i coefficienti di una medesima incognita, 
ma di distinguerli , apponendo alla lettera che li denota , uno 

0 più accenti , secondo il numero delle equazioni. 

Le equazioni generali a due incognite si scrivono cosi : 

a x + b y = c , 
a'x -J- b'y = c'. 

1 coefficienti dell’ incognita x sono rappresentati tutti e due da 
a , e quelli di y da b ; ma 1’ accento che portano le lettere 
delia seconda equazione , mostra che queste non si riguarda- 
no punto come aventi lo stesso valore delle loro corrispondenti 
nella prima. Cosi a 1 è una. quantità differente da a , b' una 
quantità differente da b. 

Quando le equazioni sono tre , si scrivono cosi : 
a x -\-b y-j- c z — d , 
a' x b 1 y-\-c' z = d ‘ , 
a"x+b"y+c' l z = d". 

Tutti i coefficienti dell’incognita x sono denotati dalla lettera 
a , quelli di y da b , quelli di z da c ; ma ciascuna lettera 
viene allctta da un numero differente di accenti , i quali ne 
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avvertono cuc appartiene a diverse quantità. Cosi a, a', a 11 
sono tre quantità diverse . e lo ste so dicasi delle altre. 

Seguendo questo tenore, se vi fossero quattro incognite o 
quattro equazioni , si scriverebbero in questo modo : 

a x -f- b ìj -f- c z -f- il it = c, 
a' x -j~ i' ìj -f- <:' ; -{- i! 1 u — r' , 
a" x + / " 1/ -f- r " z + >!" n — c" , 
a'"x -f- l"’n c "'z -f </"'« — ; 

e co«l di seguito. 

8à. Si eviteranno le frazioni , e per'» i calcoli si rende- 
ranno piu semplici , modificando la maniera di laro l'elimina- 
zione nella seguente guisa. 

Siano* le equazioni. 

a x -f- b y = o , 
n'x -f- b'y = <■' , 

c si voglia da esso eliminare ina delle incognite. È manifesto 
die se una delle incognite , per esempi > ta .r , avesse nello 
duo equazioni il medesim i cooflieionto , basterebbe , per faro 
sparirò questa incognita, sottrarre da una di tali equazioni l'al- 
tra. Ciò si scorge a prima vista nelle equazioni 

lO.r -f lly — Z7 , 

10.r + 9/j — Ili , 

lo ipiali, mediante l' accennata screziane, danno subito 

lìy — S?/ = 27 — 15, ovvero - y ~ 12, cioè y — 6. 

Ora si possono render ' , c irte ngnn vedo , Immedia lamento 
uguali i coefficienti d; Ila x nello duo equazioni 

ax-\-hy=zc , 
a'x -j- 1,'u — c 1 , 

moltiplicando i due memori della prima per c', eoefficiente 
della x nella soc n la , o i due incuori dola ut mia per a, 
cecilie. ente della x nel. a pr.isni ; il tal mulo si o. tiene 

an.’.T -j- (i r y n’r , 
rn'x -t- tr-'y — n ' . 

Sottraendo poi la prima di questo equazioni dalla seconda , 
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sparirà l’ incognita x , c si avrà solamente 

[ab' — a'b ) y = ac' — a' e , 

equazione che non contiene che la sola incognita y ; e se ne 
dedurrà 

ac' — ca' 

V = ab‘~ba' ' 

E qui si noti che il metodo di eliminazione ora adopera- 
to può sempre applicarsi allo equazioni di primo grado , per 
mandarne via una qualunque delle incognite. 

In conseguenza si otterrà il valore di x , eliminando nel 
modo stesso l'incognita y dalle due equazioni proposte. 

Si moltiplichi perciò ciascun membro della prima equa- 
zione por b', coefficiente di y nella seconda, e ciascun membro 
della seconda per b , coefficiente di y nella prima , e poi si 
sottragga dalla prima delie ottenute equazioni la seconda ; e 
verrà 

[ab' — ha') x ~ cb' — be' , 

da cui si trae 

eh' — ■ be' 

X ~ 'ah'— bai ' 

Nell' applicare siffatto metodo alle tre equazioni scritte di 
sopra (83) , le quali contengono x , y , z , potrà cominciarsi 
dall’ eliminare x dalla prima e dalla seconda, e poi dalla pri- 
ma e dalla terza ; cosi pervenissi a due equazioni , le quali 
conterranno le sole incognite y e z ; indi da queste duo equa- 
zioni si eliminerà y. 

Eseguendo il calcolo, l’equazione in z, alla quale si giun- 
gerà , avrà un fattore comune a tutti i suoi termini , e per 
conseguenza non sarà la più semplice che ottener si possa. 

80 . Bézout ha dato un metodo semplicissimo' per elimi- 
nare ad un tratto tutte le incognite , tranne una. In virtù di 
questo metodo il problema si riduce immediatamente ad equa- 
zioni che contengono un’ incognita di meno delle proposte. 
Benché un tal metodo non sia necessario che quando si tratti 
di equazioni a tre , o ad un maggior numero d' incognite, pu- 
re comincerò dall’ applicarlo a quelle che non ne contengono 
che due, per abbracciare il soggetto in tutta la sua estensione. 
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Siano le due equazioni 

a x -\-b y — c 
a'x -f- b'y ~ c' ; 

moltiplicando la prima per la quantità indeterminata wi , verrà 



amx -j- bmy — cm ; 



e sottraendo da questo risultamento 1’ equazione 



si avrà 
ovvero 



a'x -j- b'y — c' , 

amx — a'x bmy — b'y = cm — c' , 
[am — a') x -J- [bm — i 1 ) y = cm — c 1 . 



Ora essendo m una quantità arbitraria , come quella che 
da niuna condizione è determinata, può supporsi che abbia va- 
lore tale da rendere bm —b'. In questa ipotesi , svanendo il 
termine moltiplicato per y , a cagion dell’ altro fattore 
bm — b' = 0 , si ha 

cm — c' 
am — a' 



ma dall’ equazione di condizione bm = b' risulta 

b' 

m ~T i 

dunque 

eh' 

b C cb' — be' 

ab' ab' — ba' 

~ a 

Se in vece di supporre bm=b' , si fa sva- 

nirà il termine affetto da x , e verrà 

cm — c' 

v ~ bm — b r ' 
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Ma il valore di m non sarà più quello di prima , giacché per 
l’altra ipotesi avrassi 

a' 

>n = — ; 
a 

e sostituendo questo diverso valore di m nell’ espressione di y , 
si troverà 

ca' — ac' 
y ~ ba' — ab' ‘ 

Cangiando i segni del numeratore, e del denominatore di que- 
sto valore (57) , il suo denominatore sarà lo stesso che quello 
di x , poiché si avrà 

ac' — ca 1 
y ab 1 — ba 1 



8G. Siano ora le tre equazioni 

a x -\ - b y -j- c z — d 
a' x -j- b' y -j- c' z = d' 
a"x + b"y -j- c"z = d"-, 

1’ analogia ci condurrà facilmente a moltiplicare la prima e la 
seconda respettivamente per due quantità indeterminate m ed 
n , a sommarle insieme , ed a sottrarne la terza ; perchè in 
tal guisa esse saranno impiegate tutte nello stesso tempo , e 
le due nuove quantità in ed n, che dipendono dal nostro ar- 
bitrio , potranno essere determinate in modo da fare sparire ad 
un tratto due delle incognite dal risullaincnto. Operando cosi, 
e riunendo i termini che moltiplicano una stessa incognita , si 
avrà 

(am + a'n — a") x -|- (bm -(- b'n — b") y -J- (cm -j- c'n — c")s 
— dm -f- d'n — d". 



Volendo eliminare x ed y , converrà stabilire le due equa- 
. /ioni di condizione 



am a'n =. a" , 
bm -f- b'n = b" , 
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ed allora verrà 



dm -J- d'n — d" 
cm c'n — c" 



Dalle due equazioni , in cui m ed » sono le incognite , 
facilmente si traggono i valori di queste quantità coll’ aiuto 
delle forinole ottenute nel numero precedente ; poiché basterà 
scambiare in esse x in m ed y in n , e scrivere in luogo 
delle lettere 



a , b , c } 
a', b ' , c' $ 



le lettere 



a , a' , a" 
b, b' , b" , 



il che darà 



_ a"b'—b"a' 
m a b' — b a' 



_ ab" — ha" 
n ~ ab' — ba 1 " ' 

Sostituendo questi valori in quello di z , c riducendo lutti 
i termini al medesimo denominatore , si troverà 

_d ( b'a " — a'b") -f d< [ab" — ba") — d" [ab 1 — ba') 
Z ~~c [b'a" — a'b") + c' [ab" — ba") — c" [ab' — ba 1 ) * 

Se si fossero fatti svanire i termini affetti da x e da ; , 
si sarebbe avuto y ; le lettere m ed n sarebbero allora difen- 
dute dalle due equazioni 

am -{- a'n =r a" , cm -j- c'n = c"/, 

cd operando come sopra , si sarebbe trovato 

_ d [c 1 a" — a' c") d' [ac" — ca") — d" ( ac ' — ca') 

^ b (c* a" — a 1 c ") -j- b' [ac " — ca")-r- b" ( ac ' — ca') 

In fine colle due equazioni di condizione 

bm -f- b'n = b" , cm -{- c'n = c" , 

si manderebbero via i termini moltiplicati per y e per r , o 
verrebbe 

_ d[c< b" — b< c") -f- d> (i bc » — eh" ) — d" ( be' — cb>) 

X ~ a[c' b" — b> c") 4- a' [bc ir ~ cb ") — a" [be' — cà 7 ) ‘ 
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Sviluppando questi valori ed ordinandoli per modo che 
i termini siano alternativamente positivi e negativi, e cangian- 
do nel tempo stesso i segni del numeratore e del denomina- 
tore nel primo c nel terzo , si potranno porre sotto le forme 
seguenti : 

_ ah'd" — ad'b" -f da'b" — ba'd" -f bd'a" — db' a" 

“ ab'c " — ac'b" -}- ca' b " — ba'c" -|- be' a" — eh' a" ’ 

_ ad'c" — ac'd" + ca'd" — da' c" + de ' a" — ed' a" 

^ ab'c" — ac'b" -f- ca'b" — ba'c" -}- be' a" — cb'a" ' 

_ db'c" — dc'b" -f- cd'b" — bd'c" + be'd" — cb 'd" 
ab'c" — ac'b" -j- ca'b" — ba'c" -j- be' a" — cb'a" 

87. Siano le quattro equazioni 

a x b y-\-c z d u — c 
a' x + b' y + c' z+d' u = e' 
a" x -j- b" y -f- c" z-{- d" u = e" 
a'"x + b '" y -f c"'z -j -d'"u = c"< ; 

si moltiplicherà la prima per m , la seconda per n e la ter- 
za per p , e si sommeranno i prodotti ; poi togliendo dal ri- 
sultamento la quarta , si troverà 

(am -f- a'n + a"p — a'") x -j- [bm -J- b'n -f- b"p — V" ) y 
+ (cm -{- c'n c"p — c">) z -|- [dm -}- d'n -J- d"p — d'“) u 
= cm -f- c'n c"p — c" 1 . 

Per ottenere u , si farà 

am a'n -j- a"p — a'" , 
bm -J- b'n -f- b"p — b'" t 
cm -}- c'n c"p =z c'" , 

e verrà 

cm c'n -j- e"p — c'" 

U ~ dm-fd'n -f- d"i) — d"' ' 
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Dunque , in virtù delle equazioni precedenti le quali de- 
terminano i fattori m, n, p, il caso di quattro incognite è ri- 
dotto a quello di tre. Bisogna osservare intanto che le lettere 
d ed e non entrando allatto nelle tre detto equazioni , non po- 
tranno neanche entrare in modo alcuno nei valori di m , n , p ; 
dalla quale osservazione evidentemente risulta che il numera- 
tore dell' espressione di u si ricava dal denominatore col solo can- 
giare le d , che sono i coefficienti di questa incognita , nelle e 
corrispondenti , che sono i termini interamente noti delle equa- 
zioni proposte. 

Questa legge, che avremmo di già potuto scorgere nei nu- 
meri 8o ed 86 , si estende a tutte le incognite , qualunque ne 
sia il numero. In quanto al di loro denominatore , 1’ osserva- 
zione dei risultamcnti ottenuti precedentemente, porge il mezzo 
di trovarli senza calcolo. 

88. Per risalire al primo anello della catena , prendo 
1’ equazione ad un’ incognita ax = b , e ne traggo 

h 

x = ~ ; 

a 



in cui si vede che il numeratore è il termine noto 6 , ed il 
denominatore, il coefficieutc « dell' incognita. 

Le due equazioni 



ax -\-by — c , 



hanno dato 

cV — be' 
ah 1 — ba 1 ’ 



a'x -j- l'y — c' 



_ ac' — ca' 

^ ab 1 — ba 1 ’ 



e qui pure il denominatore è composto delle lettere a , a’ , 
b , ld , che moltiplicano le incognite; si scriva da prima la let- 
tera a allato alla lettera b , il che dà ab ; indi si scambino di 
posto le lettere a o 6 per avere ba, ed avanti a questa dispo- 
sizione si ponga il segno — ; per tal modo si avrà ab — ba ; 
finalmente si metta un accento sulla seconda lettera di ciascun 
termine: ed ecco formato il denominatore ab 1 — ba 1 . 

Ciò fatto , seguendo 1’ osservazione colla quale termina il 
numero precedente, si comporrà il numeratore di x , cangian- 
do le a in c , e quello di y , le 6 in c ; di questa maniera si 
trova che l’uno è cb 1 — be', e l'altro ac' — ca'. 
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V’ è uopo di maggiore attenzione per iscoprire la forma- 
zione del denominatore nelle equazioni a tre incognite. Ciò non 
ostante , poiché nel caso di due incognite il denominatore pre- 
senta tutte le disposizioni possibili delle due lettere a e b che 
moltiplicano queste incognite , è naturale il pensare che quan- 
do vi sono tre incognite , il loro denominatore debba contene- 
re tutte le disposizioni diverse delle tre lettere a, b, c; e per 
formare queste disposizioni con ordine , bisogna procedere nel 
modo seguente. 

Si comincerà dal formare le disposizioni ab — ba delle due 
lettere a e 6; poi di seguito alla prima disposizione ab si scri- 
verà la terza lettera c , il che darà abc ; e facendo passare 
questa lettera per tutti i posti, coll'avvertenza di cangiare ogni 
volta jl segno e di non turbare l’ordine respettivo di a e di b , 
uè risulterà 

abc — acb -f- cab. 

Operando nel modo stesso sulla seconda disposizione — ba 
delle due lettere , si troverà 

— hoc -f- bea — eba ; 

e riunendo questi prodotti ai tre precedenti , e poi scrivendo 
sulla seconda lettera un accento e sulla terza due , emergerà 

al'c" — ac'b" -f- ca'b" — ba'c" + be' a" — eh 1 a " , 

risultamento conforme a quello che presentano le formole ot- 
tenute immediatamente. 

Da ciò che precede si deduce facilmente, che per formare 
il denominatore nel caso di quattro incognite , bisognerebbe 
introdurre la lettera d in ciascuno dei sei prodotti 

abc — acb -j- cab — bac -j- bea — eba , 

e farle occupare successivamente tutti i posti ; il prodotto abc, 
per esempio , darebbe i quattro seguenti : 

abed — abdc -J- adbc — dabe. 

Operando similmente sopra i cinque altri prodotti delle tre 
lettere a, b, c, il risultamento totale avrebbe ventiquattro ter- 
mini , in ciascuno dei quali la seconda lettera porterebbe un 
accento , la terza due , e la quarta tre. 1 numeratori delle 
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incognite «, r, y , x si otterrebbero colla regola enunciata più 
sopra , cioè scrivendo nel denominatore in luogo del coeffi- 
ciente dell’ ignota che si cerca, il termine noto (*). 

89. Per piegare le ottenute formolo alia risoluzione della 
equazioni numeriche , bisognerà paragonare termine a termine 
le equazioni proposte con le equazioni generali dei numeri 
precedenti. 

Per risolvere, a cagion d'esempio, le tre equazioni 

nx + + 2z = 79, 

8x + 1y -f- 9z = 122 , 
x + by + Sz — 55, 

sarà <1' uopo comparare , termine a termine, queste equazioni 
colle tre del numero 86, e pareggiare i coefficienti dei termi- 
ni analoghi , il che darà 



a 


= 7, 


h — 5 , 


Gl 

II 


d ~ 


79, 


at 


= 8, 


b' = 7, 


c» =9, 


d' = 


122, 


aii 


= 1 , 


6» = 4 , 


c" = 5, 


d" = 


55. 



Sostituendo questi valori nelle espressioni generali delle inco- 
gnite x , y e z , ed eseguendo le operazioni indicate , si tro- 
verà 

x = k , y — Q , z — 3. 

E qui molto importa l’osservare che le stesso espressio- 
ni servirebbero ancora, quando le equazioni proposte non aves- 
sero tutti i loro termini affetti dal segno + , come sembra 
che lo suppongano le equazioni generali , dalle quali questa 
espressioni sono state dedotte. Se , per esempio, si avesse 

3.« — Qy -f- 8z = 41 
— 5# -|- ky -f- 2z — — 20 , 

Ila; — 7y — 6z = 37 , 



(*.) Laplace nella seconda parte delle Memorie dell’Accademia delle 
Scienze per 1' anno 1772 pag. 294 , ha dimostrato queste regole a prio- 
ri. Si veggano altresi gli Annali delle .Matematiche pure ed applicata 
del Signor (iergonne , T. IV, pag. 148, e T. XU, pag. 281. 
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nel paragonare i termini di queste equazioni ai loro corrispon- 
denti nelle equazioni generali , bisognerebbe tener conto dei 
segni , il che darebbe 

a =+ 3, 6= — 9, c = + 8 , d=-f-ll, 
a' = — 5 , b' —+k, c* = + 2, d> = — 20 
a"=-j-U, b"= — 7, c" — — 6 , d" = +37, 

e poi determinare, conformemente allo regole del numero 3l , 
il segno che deve avere ciascun termine delle espressioni ge- 
nerali di x , y , z , dipendentemente dai segni dei fatto- 
ri di cui c composto. In tal modo si troverebbe che il primo 
termine del denominatore comune, il qual termine è ab'c" , di- 
ventando -}- 3 X + X — 6, cangia di segno, e produce — 72; 
ed usando della medesima avvertenza riguardo agli altri termini, 
si dei numeratori , che dei denominatori, e prendendo da una 
parte la somma dei termini positivi , o dall’ altra quella dei 
termini negativi , si troverà 

277ì — 2834- — 60 _ 

* ~ 592 — 622 — — 30 ~ ’ 

_ 3022 — 2932 __ + 90 _ „ 

V 592 — 622 ~ — 30 — 

_ 3859 — 3889 _ —30 _ 

592 — 622 — 30 ' 

Delle equazioni del secondo grado ad ma sola incognita. 

90. Nelle equazioni di cui ho trattato fin qui, le incognito 
non si elevavano che alla prima potenza, c non erano moltiplicate 
tra loro : queste equazioni insomma non erano che del primo gra- 
do ; ma se fosse proposta la semplicissima quistione seguente: 
Trovare un numero tale , che essendo moltiplicato pel suo quin- 
tuplo , il prodotto sia uguale a T25 , rappresentando questo nu- 
mero con x , il suo quintuplo sarebbe 5ar, e si avrebbe 

5x’ = 125. 
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Questa equazione è del fecondo grado , perchè essa con- 
tiene a;* , ovvero la seconda potenza dell’ incognita. Se si li- 
bera questa seconda potenza dal suo coefficiente 5 , si otterrà 

125 

x’ = — — - , ovvero x' = 25. 

5 

Non si saprebbe qui trovare l’ incognita x come nel 
numero 11 , e la quistione proposta è solamente ridotta a 
rintracciare un numero il quale , moltiplicato per sè stesso , 
dia 25. Con lieve riflessione però si scorge che questo nume- 
ro è 5 ; ma assai raramente avviene che si possa con la stes- 
sa facilità indovinare la soluzione cercata : siamo dunque per- 
venuti a questa nuova quistione numerica : trovare un numero 
il quale , moltiplicato per sè stesto , dia un prodotto uguale ad 
un numero proposto, ovvero, ciò eh’ è lo stesso, ritornare dalla 
seconda potenza al numero che l' ha prodotta, il quale si chia- 
ma di lei radice quadrata. Passo subito ad occuparmi della ri- 
soluzione di cotesta quistione , perchè essa servirà a determi- 
nare le incognite in tutte le equazioni del secondo grado. 

91. 11 metodo che bisogna adoperare per trovare o estrar- 
re la radice dai numeri , suppone che si sappiano le seconde 
potenze di quelli che sono espressi da una sola cifra : ecco 
dunque i nove primi numeri con le loro seconde potenze scrit- 
te al di sotto di ciascuno : 

1234567 89 

1 4 9 16 25 36 49 64 81. 

Si vede per questa tavola che la seconda potenza d’ un 
numero di una sola cifra , non ne contiene più di due : 10 , 
che è il più piccolo tra i numeri di due cifre , ne ha tre al 
suo quadrato 100. Per prepararsi a scomporre la seconda 
potenza d’ un numero espresso da duo cifre , bisogna dappri- 
ma studiarne la formazione ; e però io m’ accingo a scoprire 
di qual maniera ciascuna parte del numero 47, per esempio , 
concorra alla formazione del quadrato di questo numero. 

Si può scomporre 47 in 40 -f- 7 , cioè in 4 decine e 7 
unità ; e rappresentando con a le decine del numero proposto, 
e con b le unità di lui, la seconda potenza di siffatto numero 
sarà espressa da 

(a + 6)(a -f- b) — a' -f- 2 al) -j- è’ ; 

vale a diro che delta potenza conterrà tre parti , cioè : il qua - 

15 
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dr alo delle decine . due volte il prodotto delle, decine per le unità , 
ed il quadrato delle unità. Nell’esempio che lio scollo , a ~ V 
decine ovvero 40 unità , 6 = 7; e si avrà 



o> = 1G00 

2<i6 = 500 

6’ = ài) 

Totale , a* + iab + 6’ = 2209 = 47 X W. 



Per ritornare ora dal numero 2209 alla sua radice 47 , 
si osserverà in primo luogo che il quadrato delle decine , 1000 , 
non ha cifre significative d'un ordine inferiore alle centinaja, e 
elio esso è il massimo quadrato che possano contenere le 22 
centinaja di 2209 ; poiché 22 cade tra 10 e 25 , vale a dire 
tra il quadrato di 4 e quello di 5 , siccome 47 si trova tra 4 
decine ovvero 40 , e 5 decine o sia 50. 

Se dunque si cerca il massimo quadrato contenuto in 22 , 
si troverà 10, di cui la radico 4 esprimerà le decine di quella 
di 2209 : togliendo in seguito 10 centinaja , ovvero 1000, da 
2209 , il resto 009 conterrà il doppio prodotto 560 delle de- 
cine per le unità, ed il quadrato 49 delle unità. Ma il doppio 
prodotto delle decine per lo unità , non avendo cifre d’ un or- 
dine inferiore alle decine , deve trovarsi nelle due primo cifre 
00 del resto 609 , il quale conterrà inoltre le decine provve- 
denti dal quadrato delle unità. Intanto, se si divide 00 per 8, 
che è il doppio delle decine, si avrà, trascurando il resto, un quo- 
ziente 7 uguale allo unità cercate. Moltiplicando in seguito il 
uumoro 8, riguardato come decine, per 7, si formerà il dop- 
pio prodotto 500 delle decine per le unità, e dal resto totale 609 
togliendo questo numero, si otterrà una differenza 49, che de- 
v'essere, c che è di fatto il quadrato delle unità. 

L’operazione ritrovata col ragionamento si dispone cosi: 



22,09 

10 



60,9 
60 9 

00 0 . 




Si scrive il numero proposto "come se si trattasse di di- 
viderlo per un altro, c si destina alla radice il luogo che do- 
vrebbe occupare il divisore. In seguito si separano con una 
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■virgola le unità e lo decine , per non considerare clic le due 
prime cifre sulla sinistra , che debbono contenere il quadrato 
dello decine della radice. Si cerca il massimo quadrato 16 , 

" contenuto in queste due cifre ; se no porta la radice '«■ al luogo 
che 1' è stato destinato , e si toglie 16 da 22. A fianco al re- 
sto 6 si abbassano le due altre cifre , 09 , del numero pro- 
posto ; si separa l’ultima che non entra nel doppio prodotto 
delle decine per le unità ; si divide la parte che resta a sini- 
stra per 8 » doppio dello decine della radice , il clic dà per 
quoziente le unità 7 ; e per formare ad un sol tratto le duo 
ultime parti del quadrato contenute in 609, si scrive 7 allato 
ad 8 , dal che resulta il numero 87 , uguale al doppio delle 
decine più le unità , ovvero a 2«-j-6, il quale, essendo mol- 
tiplicato per 7 o sia per l> , riproduce 609 = 2a& -J- ò’ i ov- 
vero il doppio prodotto delle decine per le unità , più il qua- 
drato delle unità-: facendo la sottrazione, il residuo è nullo : 
ed essendo terminata 1’ operazione , si scorge chiaramente che 
à7 c la radice quadrata di 2209. 

Si debba ancora estrarre la radiec quadrata da 32'* •, ù» 
dispongo 1’ operazione come segue : 



3,2i 

1 


18 


22 ù 


28 


22 i 




00 0 





e dietro ciò che s’ è detto, trovo l per le decine della In- 
dice ; queste decine essendo raddoppiato , mi danno il nurn®- 
ro 2 , pel quale bisogna dividere le due prime cifre 22 del rcst". 

Ora 22 contiene 2 undici volte , e non solamente non ** 
può avere alla radice , nò più di 10, nò 10, ma 9 stesso sa- 
rebbe troppo grande nel caso attuale ; poiché scrivendo 9 a 
fianco di 2, e moltiplicando 29 per 9 , siccome prescrivo la 
regola , si avrebbe per risultarnento 261 , che non si potrebbe 
togliere da 22 V. Non si deve dunque riguardare la di visiono 
di 22 per 2 che corno un mezzo approssimativo por trovar® 
le unità , e bisogna diminuire il quoziente ottenuto , finché si 
pervenga ad un prodotto elio non sorpassi il resto 22.V , con- 
dizione che è soddisfatta dal numero 8 . poiché 8 X 28 =: 22* > 
dunque la radico cercata è 18. 
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Formando le tre parti del quadrato di 18 , si trova 

a’ = 100 
2a& = 160 
6’ = 64. 

Totale 324 = 18 X 18 , 

e si vede che le 6 decine provvenienti dal quadrato delle unità 
essendo riunite a 160 , doppio prodotto delle decine per lo 
unità , alterano questo prodotto , di maniera che la divisione 
pel doppio delle decine non può dare le unità sole. 

92. Dietro ciò che precede , non potrebbe incontrarsi 
difficoltà nell’estrazione della radice quadrata da un numero di 
tre o di quattro cifre , ma bisognano ancora alcune particola- 
rità per mettere il lettore nello stato di estrarre la radice 
da un numero espresso da quante cifre si vorrà , particolarità 
che si ricaveranno dai principi di già stabiliti. 

Ogni numero al di sotto di 100 non avrà più di quattro 
cifre al suo quadrato, poiché quello di 100 è 10000, ovvero il più 
piccolo numero espresso da cinque cifre. Ciò posto, per esami- 
nare la formazione del quadrato di un numero al di sopra di 
100 , di 473, per esempio , si potrà questo numero scomporre 
in 470 + 3, ovvero 47 decine, più 3 unità; e per dedurre il 
suo quadrato dalla formola 

a’ + ìab -j- b * , 

si farà a — 47 decine = 470 unità , b = 3 unità , e di qui 
, a 1 = 229C0 

2 ab = 2820 
= 9 



Totale 223729 = 473 X 473. 

Si vede in quest’ esempio che il quadrato delle decine non 
ha cifre significative d’un ordine inferiore alle centinaja, e ciò 
deve essere in generale, perciocché decine moltiplicate per de- 
cine producono sempre centinaja (Arti. 32). 

Bisogna dunque cercare il quadrato delle decine nella parte 
2237 che resta sulla sinistra del numero proposto , dopo che 
ne sono stato separate le decine e le unità ; e siccome 473 cade 
tra 47 decine , o sia 470 , e 48 decine, o sia 480 , cosi 2237 
deve cadere tra il quadrato di 47 e quello di 48 ; donde sc- 
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gue che il massimo quadralo contenuto in 2*237 sarà quello di 
47 , cioè delle decine della radice. È evidente clic per trovare 
queste decine , bisogna operare come se si volesse estrarre la 
radice quadrata da 2237 ; ma invece di pervenire ad un risul- 
tamento esatto , si troverà un resto contenente le centinaja for- 
mate dal doppio prodotto delle 47 decine moltiplicate per le unità. 

Per effettuare il calcolo , si dispone l’ operazione come si 
vede qui : 



22,3 7,2 9 
16 


473 


6 3,7 


87 


609 


943 


2 8 2,9 




2829 




00 00. 



Si separano in primo luogo le due ultime cifre 29, e per 
estrarre la radice dal numero 2237 che resta sulla sinistra , 
si separano ancora le due ultime cifre 37 di questo numero ; 
di questa maniera il numero proposto rosta diviso in classi di 
due cifre , progredendo da dritta a sinistra. Si opera sulle pri- 
me due classi come si è fatto nel paragrafo precedente sul nu- 
mero 2209 , il che dà le due prime cifre 47 della radice ; ma 
si trova un resto 28, il quale unito alle due cifre 29 dell’ ul- 
tima classe, contiene il doppio del prodotto delle 47 decine per 
le unità , ed il quadrato delle unità. Si separa la cifra 9 , che 
non può far parte del doppio prodotto delle decine per le unità, 
e si divide 282 per 94 , doppio delle 47 decine ; scrivendo il 
quoziente 3 a fianco a 94 , e moltiplicando 943 per 3 , si ot- 
tiene 2829 , numero precisamente uguale all’ ultimo resto , o 
1’ operazione è terminata. 

93. Per mostrare la maniera di operare sopra un numero 
qualunque, passo ad estrarre la radice da 22391824. La ra- 
dice cercata , qualunque essa sia, può sempre concepirsi divisa 
in decine ed in unità, come negli esempi precedenti. 11 quadrato 
delle decine non avendo alcuna cifra significativa d' uu ordino 
inferiore alle centinaja, le due ultime cifre 24 non potranno en- 
trarvi ; si separeranno dunque , e la quistione sarà ridotta dap- 
prima a cercare il massimo quadrato contenuto nella parto 
223918, che rimane a sinistra. Essendo questa parte com- 
posta di più di due cifre , bisogna couchiuderc che il numero 
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clic esprime le decine della radice cercata , no ha più d’ una ; 
può dunque aneli’ esso scomporsi in decine ed in unità. Il qua- 
drato di questo decine non entrando nello due ultime cifre 18 
della parte 223918 , bisognerà cercarlo nelle cifro 2239 che 
sono a sinistra ; c poiché 2239 ha pure più di due cifre , 
il quadrato che esso deve contenere no terrà almeno due alla 
sua radice ; il numero che esprime le decine che si cercano , 
avrà dunque più d’una cifra : in line bisognerà in 22 cercare 
il quadrato di quello che rappresenta le unità dell' ordine il più 
elevato della radico domandata. Con questa serie di ragio- 
namenti, che si può spingere quanto lontano si vorrà , il nu- 
mero proposto si troverà diviso in classi di due cifre andando 
da dritta a sinistra ; e giova frattanto d’ essere prevenuto che 
l’ultima classe a sinistra potrà contenere ancora una sola cifra, 
il che accaderà tutte lo volte che il numero delle cifre sarà 
dispari. 

11 numero proposto essendo così diviso 22,3 9, 18,24 4732 

in classi , e disposto come si vede qui , 1G 

si opera sulle tre prime classi come nel 87 

l’esempio dol numero precedente ; ed al- G 3,9 943 

lorchè si son trovate le tre primo cifre G 0 9 9462 

473, allato all' ultimo resto 189 si abbàs 1 

•sa la quarta classe 24 , e si considera il 3 0 1,8 

numero 18924, come contenente il doppio 28 2 9 

prodotto delle 473 decine trovate per le 

unità cercato , più il quadrato di queste 1 8 9 2,4 

unità. Si separa l'ultima cifra 4; si divido- 1 8 924 

no quelle che restano a sinistra per 94G , 

doppio di 473 , e si fa in seguito la veri- 0 0 0 0 0. 

fica del quoziente 2 , come nello operazioni precedenti. 

Finisce qui l’ operazione in quest’ esempio ; ma non riesce 
O fficile a vedere che se vi fosse un’ altra classe di più , le 
quattro cifre trovate 4732 esprimerebbero le decine d’una ra- 
dice di cui si cercherebbero le unità , e che per conseguenza 
bisognerebbe dividere il resto che si avrebbe allora , più la 
prima cifra della classe seguente , pel doppio di queste decine , 
e cosi di seguito per ciascuna delle classi che si abbasserebbe 
successivamente. 

94. So avvenisse che dopo di avere abbassata una classe , 
il resto , unito alla prima cifra di questa classe , non conte- 
nesse il doppio delle cifro trovate , bisognerebbe mettere 0 alla 
radice ; poiché , allora , la radice non avrebbe unità di que- 
st' ordine : si abbasserebbe in seguito la coppia seguente per 
continuare 1’ operazione come all' ordinario. L' esempio qui an- 
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nesso è relativo a questo caso. Non si sono scritte le qua n- 
tità che si devono sottrarre , ma si sono 4-9,4 2,0 9 703 

effettuate le sottrazioni a memoria , come nel- o /,. t 2 0,9 " 1403 
la divisione. 0 0 0 0 

93. Non tutt* i numeri sono quadrati perfetti. Facendo at- 
tenzione sulla tavola della pagina 1 13 , si vedo che tra i qua- 
drati di ciascuno dei nove primi numeri esistono delle lacune 
che comprendono parecchi numeri che non hanno radice ; 43 , 
per esempio , non è un quadrato, poiché cade tra 30 e 49. Il 
più delle volte avverrà clic il numero di cui si domanderà la 
radice quadrata, non ne avrà, almeno in numero intero ; ma 
operando come so esso ne avesse una, il risultamento sarà la 
radice del massimo quadrato che esso contiene. Se si cerca, 
per esempio, la radice di 2270 , si troverà 47, c resterà 07, 
il che indica che il massimo quadrato contenuto in 2270 c 
quello di 47 , ovvero 2209. 

Siccome si potrebbe dubitare, dopo di aver trovata la ra- 
dice del massimo quadrato contenuto in un numero , di avere 
messo qualche cifra troppo piccola alla radice, ecco un mezzo 
di riconoscere se il resto è troppo grande, e se la radico tro- 
vata è troppo piccola. Il quadrato di a -f- b essendo 

o’ -j- 2 ab -f- , 

se si fa b = 1 , il quadrato di a — j- 1 sarà 
a 1 -f- 2a -f- 1 , 

quantità che differisce da a’ , quadrato di a , del doppio di a, 
più l’unità. Dunque se la radice trovata dovesse essere aumentala 
dell'unità o di più deli unità, bisognerebbe che il suo quadrato, 
tolto dal numero proposto , lasciasse un resto almeno uguale a due 
volte questa radice, più l’unità. Tutte le volte che questa cir- 
costanza non avrà luogo, la radice estratta sarà in effetti quella 
del massimo quadrato Contenuto nel numero proposto. 

90. Poiché per moltiplicare una frazione per una frazione, 
bisogna moltiplicare i numeratori tra loro , ed i denominatori 
tra loro, è evidente elio il prodotto di una frazione per sé stessa, 
ovvero il quadrato d’ una f razione , è uguale al quadrato del suo 
numeratore, diviso pel quadrato del suo denominatore. Segue da 
ciò, che per estrarre la radice quadrata da una frazione, biso- 
gna estrarre quella del suo numeratore c quella del suo dc- 

23 5 

nominatore. Cosi la radice di ^1- c , perché 5 è la radice 

u* o 

quadrata di 23 , cd 8 quella di 64. 
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É cosa importantissima a notaresche non solamente i qua- 
drati delle frazioni propriamente dotte sono sempre frazioni , 
ma die ogni numero frazionario irriducibile, emendo moltiplicalo 
per sè s testo , darà sempre un risultamento frazionario anche ir- 
riducibile. 

97. Questa proposizione riposa sopra di quest’altra. Ogni 
numero primo P, che divide il prodotto AB di due numeri A e B, 
divide necessariamente uno di questi numeri. 

lo suppongo eh’ esso non divida II, c che B lo sorpassi ; 
dinotando con q il quoziente intero di questa divisione, e còli 
B' il resto , si avrà 

B=qP+B', 
da cui, moltiplicando per A , si dedurrà 
AB = ? .4P+ AB ' , 



c dividendo i due membri di quest' equazione per i*> si otterrà 



AB . , AB' 

—jr~i A + -p- '< 



da cui risulta che la divisibilità di AB per P porta per conse- 
guenza quella del prodotto AB' pel medesimo numero. Ora 
B' essendo il resto della divisione di B per P , è necessaria- 
mente minore di P: cosi non potendo dividersi B' per P, 
si dividerà P per B' , e si avrà un quoziente q' ed un resto 
B" ; poi si dividerà P per B" , e si avrà un quoziente q" ed 
un resto B '" , e cosi di seguito, poiché P è un numero primo. 

Ciò posto, si avrà questa serie di equazioni P-=q'B' -\-B " , 
P = q»B" + B" 1 , ec. ; moltiplicando ciascun membro per A, 
si otterrà 



AP= q'AB' -f AB" , 

c dividendo per P, verrà 

, AB' , AB" 
A = q, ~T + -p-' 



AP=q"AB" + AB" 1 , ec. ; 



A^q-m+B": 

H P T P 



ec. , 



risultamenti i quali fanno vedere clic essendo AB' divisibile 
per P, i prodotti AB" , AB '" , ec. devouo esserlo ancora. Ma 
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I resti B< , B " , B'" , ec. diventano sempre più picco- 
li di mano in mano , e si deve finalmente cadere sull' unità ; 
imperocché le operazioni indicate qui sopra si continuano della 
stessa maniera sino a che questi resti sorpassano 1, essendo P 
un numero primo ; e quando si giungerà all’ unità , si avrà il 
prodotto A X 1 . il quale dev’essere divisibile per P : dunque an- 
cora A deve essere divisibile per P. 

Segue da ciò, che se il numero primo JP,che per ipotesi 
non divide B, non dividesse neppure A , esso non dividerà nean- 
che il prodotto di questi numeri. 

( Questa dimostrazione è ad un dipresso estratta dalla Teo- 
ria dei numeri di Legendre ) (*). 

98. Intanto , allorché la frazione — è irriducibile , non 

a 

Vè alcun numero primo che potesse dividere ad un tempo b 
ed a ; ora, in virtù di ciò che precede, ogni numero primo che non 
divide a, non può dividere a X. a, ossia a’ ; ogni numero primo 
che non divide b , non divide ò X b, ovvero ò a : i numeri a* e ò 1 
sono dunque allora primi tra loro ; e per conseguenza il quadra- 
b* b 

to — della frazione — , essendo irriducibile al pari di questa 
a* a 

frazione , non potrebbe essere un numero intero. 

99. Da quest’ ultima proposizione risulta, che tutti i numeri 
interi , che no» sono quadrati perfetti , non hanno radice , no» 
solamente in numeri interi, ma neanche in numeri frazionari. Non 
ostante ciò è naturale accorgersi che debba esistere una quan- 
di È facile a vedere che la proposizione qui sopra dimostrala si esten- 
de ad un prodotto composto da quanti fattori si vorrà, e che se questi fat- 
tori sono tutti numeri primi , il prodotto non può esser diviso da al- 
cun altro numero primo, ciò che prova che la decomposizione d’un nu- 
mero in fattori semplici ( Arit. 162 ) non potrebbe effettuarsi che d'una 
sola maniera. 

Di più, un numero composto non potendo dividere un altro nume- 
ro , senza che questo sia divisibile successivamente per ciascun fattore 
semplice dei primo , ne segue che ogni numero composto che è primo 
con uno dei fattori d’un prodotto AB, non dividerà questo prodotto, 
se non quando dividerà 1’ altro fattore. 

Ciò prova la proposizione enunciata nel n.° 89 dell' Aritmetica , che 
ogni frazione i cui termini sono primi tra loro, è irreducibile ; impe 

rocchè sia — = — ; se ne dedurrà d = — ; c se a e 6 sono primi tra 
a e a 

loro , perché d sia intero, bisognerà che a divida c, il che-suppone c 
a > a , e di qui risulta d r= , o > b. 

16 



Digitized by Google 




1*22 



E L li SI K N T I 



tilà la quale , moltiplicata per sè stessa , produca un numero 
qualunque , 2276 , per esempio , é che in questo caso , una 
tal quantità sia compresa tra 17 e 18 ; poiché 17 X 17 dà un 
prodotto più piccolo di questo numero , 18 X 18 ne dà uno 
più grande; e dividendo rintervallo che passa tra 17 e 18 in fra- 
zioni , si trovano numeri i quali moltiplicati per sè stessi , 
danno prodotti più grandi del quadrato di 17 , più piccoli di 
quello di 18, prodotti i quali di mano in mano si approssimano 
sempre di più al numero 2276. 

L’estrazione della radice quadrata , applicata ai numeri che 
non sono quadrati perfetti , dà dunque origine ad una nuova 
specie di quantità , nella guisa stessa che la divisione genera 
le frazioni ; ma vi è questa differenza tra le frazioni e le radici 
de’ numeri che non sono quadrati perfetti , cioè , che le pri- 
me, le quali si compongono sempre d’un numero esatto di parti 
dell’unità, hanno con questa unità una comune misura, ovvero 
un rapporto espresso da numeri interi , e che le seconde ne 
sono allatto prive. 

Concependo , per esempio , divisa 1’ unità in cinque parti 
uguali , il quoziente della divisione di 9 per 5 si esprime con 

9 1 

9 di queste parti, ossia con — ; così — essendo contenuto cin- 

O D 

9 

que volte nell’ unità e nove volte in , è la comune misura 

5 

9 

dell’ unità e della frazione —, ed il rapporto di queste quantità 

D 

è quello dei numeri interi 5 e 9. 

Considerando che tanto i numeri interi quanto le frazio- 
ni hanno con l’unità una comune misura, si dice che queste 
quantità sono commensurabili con l'unità, o semplicemente com- 
mensurabili ; e perchè i loro rapporti, o ragioni con l’ unità 
sono espressi da numeri interi, si distinguono ancora si i numeri 
interi che le frazioni col nome comune di numeri razionali. 

Al contrario la radice quadrata d’ un numero che non è 
un quadrato perfetto , è incommensurabile o irrazionale , per- 
chè , non potendo essere rappresentata da alcuna frazione , 
se ne inferisce che in qualunque numero di parti si supponga divisa 
l'unità , nessuna sarà tanto piccola da misurare nello stesso tem- 
po , d’ una maniera esatta , questa radice e 1 ’ unità. 

Per indicare in generale una radice da cstrarsi, sia che . 
possa ottenersi esattamente , sia che no, si fa uso del segno yC 



% 
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clic si chiama radicale ; 

^16 è la medesima cosa che i, 

V% è incommensurabile o irrazionale. 



100. Sebbcoo la quantità y-2 non possa esprimersi esattamen- 
te con alcun numero intero o frazionario, pure si ottiene di que- 
sta quantità un’ espressione approssimata per quanto si vuole , 
convertendo il numero dato 2 in frazione di cui il denomina- 
tore sia un quadrato ; e la radice del numeratore , presa so- 
lamente in numero intero , dà quella del numero proposto , 
espressa in parti della specie dinotata dalla radice quadrata del 
denominatore. 

Se si trasforma , per esempio , il numero 2 in 2S csini \ 



50 

si avrà — . La radice di 50 essendo 7 in numero intero , e 
2 o 



l Zt 

quella di 25 essendo esattamente 5 , si avrà — , ovvero 1— 

& U 

per la radice di 2 , approssimata a meno d’ un quinto. 

101. Si vede che questa operazione, fondata sopra ciò che 
si è appreso nel numero 90, 'che il quadrato, cioè, d una frazione 
era espresso da una nuova frazione che aveva per numeratore 
il quadrato del numeratore primitivo , e per denominatore il 
quadrato del denominatore primitivo , si applica a qualunque 
specie siasi di frazioni, c più facilmente ancora alle decimali che 
a tutte le altre. In fatti segue dal suddetto principio che il 
quadrato d'un numero espresso in decimi, deve esserlo in cen- 
tesimi , che quello d’ un numero espresso hi centesimi , deve 
esserlo in diecimillesimi , e cosi di seguito ; e che per conse- 
guenza il numero delle cifre decimali del quadrato è sempre dojh 
pio di quello della radice. Quest’ ultima osservazione può an- 
cora dedursi dal principio della moltiplicazione dei numeri de- 
cimali, il quale richiede che un prodotto deve contenere tante 
cifre decimali , quante sono quelle di entrambi i fattori. Nel 
caso attuale il numero proposto , considerato come il prodotto 
della sua radice moltiplicata per sè stessa, deve avere il dop- 
pio delle cifre decimali di questa radice. 

Dopo che si sarà ben compreso ciò che precede, facilmente 
se ne conchiuderà, che volendo ,' per esempio , la radice qua- 
drata di 227 approssimata fino ai centesimi, bisognerà ridurre 
questo numero a diecimillesimi , cioè a dire , aggiungere cjual- 
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tro zeri a dritta , il che darà 2270000 diecimillesimi , da oui 
si estrarrà la radice come da un egual numero di unità ; ma 
per dinotare che il risultamelo dev’essere di centesimi, si 
separeranno con una virgola le due ultime cifre sulla dritta* 
Si troverà cosi , che la radice di 227 , approssimata sino ai 
centesimi circa , è 15,00 ; eccone qui 1’ operazione ; 

2,2 7,00,00 1506 

12,7 ~25 

200 0,0 3000 
1 06 4 

Se il numero proposto contenesse di già decimali , bi- 
sognerebbe renderne pari il numero , siccome lo richiede l'e- 
strazione della radice dai decimali. Per estrarre , a ca- 
gion d’esempio, la radice da 51,7, si metterebbe un zero 
appresso a questo numero , affinchè avesse almeno centesi- 
mi , e si estrarrebbe di poi la radice da 51,70. Se si voles- 
se avere un decimale di più, si metterebbero due zeri di più 
appresso a questo numero , il che formerebbe 51,7000, e si 
troverebbe 7,19 per sua radice. 

Coloro che vorranno esercitarsi , potranno cercare la ra- 
dice quadrata dei numeri 2 e 3 con sette cifre decimali , il 
che richiederà che dessi mettano quattordici zeri appresso a 
questi numeri ; e dovranno trovare per risultamento 

>^2= 1,4142136 , >^iF= 1,7320508, 

102. Allorché si è trovato più della metà delle cifre che ti 
vogliono avere alla radice, le rimanenti si possono ottenere per 
mezzo della sola divisione. Sia per esempio 32976 j la radice 
quadrata di questo numero è 181 con un resto 215 ; dividendo 
questo resto 215 per 362 , doppio di 181 , e spingendo il quo- 
ziente lino a due decimali , si avrà 0,59, che bisognerà ag- 
giungere a 181 , e ne risulterà 181,59 per la radice di 32976, 
esatta a meno di un centesimo circa. 

Per provare la legittimità di questo procedimento , chia- 
mo N il numero proposto , a la radice del massimo quadrato 
contenuto in questo numero , e 6 ciò che bisogna aggiungere 
a questa radice per avere la radice esatta del numero proposto s 
si avrà , dietro queste denominazioni , 

JV = «’ -j- 2a6 -j- 4» , 

e quindi 

iV — a* = 2a6 -j- b *; 
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a dividendo par la , si troverà 

N — a 1 . . fc* 

-*r- b +Fa’ 



Questo risultamento fa vedere che il primo membro po- 

b * 

trà essere preso pel valore di b , quante volte la quantità — 

sarà più piccola dell' unità dell’ ordine il meno elevato che si 
trova in b. Ma il quadrato d’ un numero non potendo avere 
più del doppio delle cifre di questo numero , ne segue che se il 
numero dello cifre di a sorpassa il doppio di quelle di b , la 
b 2 

quantità — sarà allora una frazione. 



Nell’esempio precedente a — 181 unità , ovvero a 18100 
centesimi , ed ha per conseguenza una cifra di più del quadrata 



di 59 centesimi ; cosi la frazione 



b * 

Ta 



diviene allora 



3i81 
36200 ’ 



e 



si trova molto al di sotto di un’ unità della seconda parte 59, 
ossia d’ un centesimo d’ unità della prima. 

103. Ciò conduce ad un metodo per approssimare la ra- 
dice quadrata di un numero mediante le frazioni ordinarie , 
continuando indefinitamente il processo dell’estrazione delle ra- 
dici. Ed in vero , essendo a la radice del massimo quadralo 
contenuto in N, b è necessariamente una frazione , e la quan- 

■ a b 1 

tita -- essendo allora molto più piccola di b può trascurarsi. 



Sia, per esempio , da estrarsi la radice quadrata da 2; il 
massimo quadrato contenuto in questo numero essendo 1, dopo 
di avercelo tolto , resta 1. Dividendo questo resto per lo dop- 

1 

pio della radice , si trova — ; prendendo questo quoziente per 
la quantità b , viene , per una prima approssimazione della ra- 

1 „ 3 

dice , 1 H ^ > ovvero — . Elevando questa radice a quadrato, 



si trova — , 



che , tolto da 2 ossia da 



8 

k 



darà per re- 
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sto — — . In questo caso la formula 



diventa 



iV— a* . , 6* 
2 a 2a 



1 —h-L- 
12“ + 2a 



Prendendo — — per b , verrà per la seconda approssi- 

3 1 17 . . 17 . . . 289 

«nazione — — ^ > quadrando — , si troverà ^ , 

288 „ .. , 17 

quantità che anche sorpassa 2 ovvero jj-jr • Sostituendo — in 
luogo di a , risulterà 



il che darà 



12X34 

1 

12X34 



:b+ T a ' 



408 



la terza approssimazione sarà dunque 

17 1 17 X 34 — 1 _ 577 

12 ~ 12 X~34 ~ WS — 408 * 

È facile di continuare quest’ operazione per quanto si vor- 
rà. Darò nel Complemento di questo Trattato formolo più como- 
de per estrarre le radici in generale. 

104. Per approssimarci alla radice quadrata d’ una frazio- 
ne, l’ idea che si presenta la prima, ò di estrarre per approssima- 
zione la radice quadrata dal numeratore e dal denominatore ; 
ma riflettendovi un poco , si vedrà bentosto che può evitarsi 
una di queste operazioni , facendo in modo che il denominato- 
re sia un quadrato perfetto , il che si ottiene moltiplicando i 
due termini della frazione proposta per questo denominatore. Se 
si avesse , per esempio , ad estrarre la radice quadrata 
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da — , si trasformerebbe questa frazione in 



3X7 



21 
49 ’ 



7X7 

moltiplicando i suoi due termini pel denominatore 7. La radi- 
ce del numeratore di quest' ultima frazione , essendo presa in 

4 3 

numero intero , dà y per quella di ~ > e questo risultamento 



è approssimato per meno di 

Per ottenere un maggior grado d’ esattezza , bisognerebbe 
convertire, almeno per approssimazione, la frazione — ■ in una 

altra il cui denominatore fosse il quadrato di un numero più 

1 

grande di 7. Si avrebbe , per esempio, a meno di — ■ circa , 

15 

3 * • 

la radice domandata , se si convertisse — in 225 esimi , poiché 

3 3 . 223 1 

225 è il quadrato di 15 ; verrebbe cosi — di — — • 

a i iuD 

„„ 1 96 „ 1 

= 96 X 225 = ^25 ' C ° a d,fferenza dl meno dl 225 5 Ia 

96 9 10 

radice di sta tra nr e — , ma più vicino alla seconda 
225 15 15 

che alla prima frazione , perchè 96 è più vicino a 100 che 

10 2 3 

ad 81 : si avrebbe dunque —, ovvero — per la radice di ~ 



col divario di meno di — in eccesso. 

15 

Se si volessero adoperare i decimali per estrarre la radice 

21 

approssimata dal numeratore della frazione ^ , ai troverebbe 
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k,583 por la radico approssimata del numeratore 21 , e si di* 
viderebbe questo risultamento per la radice del nuovo denomi- 
natore. Spingendo il quoziente fino a tre decimali , si avreb- 
be 0,655. 

105. Attualmente siamo in grado di risolvere tutte le equa- 
zioni nelle quali non entra che la seconda potenza dell’incogni- 
ta , combinata con quantità note. 

A fare ciò basta riunire in un tolo membro tutti i termini 
affetti da questa potenza, poi liberarla dai suoi moltiplicatori con 
la regola del n.° 11 : si otterrà il valore dell' incognita, estraen- 
do la radice quadrata dall' altro membro. 

Sia , per esempio , 1' equazione 




Facendo sparire i divisori , si trova subito 



15*’ — 168 = 8V — li *’ . 

Trasportando nel primo membro il termine 14 *’ , e nel 
secondo il termine 168 , verrà 

15*’ + 14*’ = 84 + 168 , 



ovvero 

ed 



29*’ = 252 , 



*’ = 



252 

29 



* 




Bisogna attentamente osservare che per indicare la radice 
della frazione , ho fatto discendere il segno V al di sot- 
to della linea che separa il numeratore dal denominatore. Se avessi 
. ^252 

scritto — » questa espressione avrebbe indicato il quo- 
ziente dato dalla radice quadrata del numero 252, quando essa 
vien divisa per 29; risultamento differente dal primo, nel quale la 
divisione dev’essere eseguita prima dell’estrazione della radice. 
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Sia ancora 1' equazione letterale 

ax 2 — c# 1 + <P > 

operando come sulla precedente equazione numerica , si avrà 
successivamente 

ax 1 — ex 2 = cP — 6 3 , 



(P—b* 

nr3 — ■- 




Farò osservare in questa occasione , che quando si vuole 
indicare la radice quadrata di una quantità complessa, bisogna 
prolungare la linea superiore del radicale sopra tutta la quantità. 

La radice delia quantità ka 2 b — 2 ò 3 -f- c J si scriverebbe 
cosi : 

Vka'b — 26 5 -f c 3 , 
od anche in quest' altra guisa : 

V[\a 2 b— 2ò 3 4-c 3 ), 

sostituendo alla linea superiore del radicale una parentesi che 
chiuda tutte le parti della quantità da cui bisogna estrarre la 
radice ; e quest’ultima espressione può qualche volta sembrare 
preferibile all’ altra (35). 

In generale , ogni equazione del secondo grado della spe- 
cie che qui esamino, potrà , mediante la trasposizione de’ suoi 
termini , essere ridotta alla l'orma 

J)X 1 _ 



— denotando il coefficiente qualunque di x 2 ; e se ne otterrà 
9 

x , _ a A 

p ’ 

r p 

17 
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106. Relativamente ai numeri assoluti questa soluzione è com- 
pleta, perciocché essa riduccsi a praticare sul numero, sia intero, 

sia frazionario, rappresentato dalla quantità ^ , un’ operazione 

aritmetica che conduce sempre ad un risultamcnto o esatto , o 
approssimato al vero di quanto si vorrà; ma avendo riguardo 
ai segni dai quali le quantità possono essere alTctto , 1’ estra- 
zione della radice quadrata lascia un’ambiguità, in conseguen- 
za della quale ogni equazione di secondo grado è suscettibile di 
due soluzioni , mentre quelle di primo grado non ne hanno 
che una. 

Ed in vero nell' equazione x = 25 il valore di x essen- 
do la quantità che, elevata a quadrato, produce 25, esso po- 
trà , se si considerano le quantità algebricamente , essere af- 
fetto indifferentemente dal segno -f- , o dal segno — ; poiché , 
sia che venga rappresentato da + 5 , o da — 5 , si avrà 
egualmente pel suo quadrato 

+ 5 X +5 = + 25 , o pure — 5X — 5 = + 25’ 
si può dunque prendere indifferentemente 

* = + 5, 
x — — 5. 

Per la stessa ragione nell’ equazione generale 




P 



sì avrà indifferentemente 

*=+/?• 



Per compendio si ristringono queste duo espressioni nella se* 
guente : 
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ove il doppio segno + indica che si può alternativamente 
prendere col segno -f- , o col segno — il valore numerico di 

vi- 

Dietro l’ osservazione or ora fatta , si deve ritenere per 
regola generale , che bisogna dare alla radice quadrata d’ una 
quantità qualunque il doppio segno + 

In conseguenza di questa regola si potrebbe domandare , 
perchè non si dà puranche ad x il doppio segno + , essendo x 
la radice quadrata di x 1 ? Si risponderà dapprima col signor 
Develey ( Algebre d’ Émile , T. Il ), che la lettera x essen- 
do stata posta semplicemente senza segno ( cioè col segno -j- ), 
come il simbolo dell’ ignota , in questo stato propriamente bi- 
sogna determinarne il valore , e ciré allorquando si cerca un 
numero x di cui il quadrato sia, per esempio, b , non ci sono^ 

che queste due soluzioni possibili : x = -\ -Vb , x = ~V b._ 
Inoltre ancorché , risolvendo l' equazione x* = b , si scrives- 
se + ^ = ì , osi combinassero questi segni in tutti i. 
modi possibili , cioè : 

-fa: = + K6,. — x =. — Vb, 

-\-x=z—Vb, —x = -\-Vb, 



non si otterrebbe niente di più , poiché cangiando il segno dei’ 
due membri della seconda equazione di ciascuna linea (57) , 
si otterrebbe la prima. 

107. Segue ancora dalla considerazione dei segni , che se 
il secondo membro dell’ equazione generalo 




P 



Cosse un numero negativo, 1’ equazione sarebbe assurda ; poi- 
ché il quadrato di una quantità o affetta dal segno -f- , o affetta 
dal segno — , essendo sempre affetto dal segno -f- , non si 
può trovare , nè nell’ ordine delle quantità positive , nè in 
quello delle quantità negative , alcuna quantità il cui quadrato 
sia negativo. 

Questa circostanza per lo appunto viene espressa allorché 
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si afferma che la radice di tiri a quantità negativa è immaginaria. 

Se si pervenisse all’ equazione 

x' -f 25 = 9 , 
se nc dedurrebbe x* — 9 — 25 , 
o sia x 1 = — 16 ; 

ora non vi è alcun numero che , moltiplicato per sè stesso , 
potesse produrre — 16. É ben vero cho — k moltiplicato 
per -f- k dà — 16 ; ma queste due quantità , avendo un se- 
gno differente , non possono essere considerate come uguali , 
ed il loro prodotto non è per conseguenza un quadrato. Si 
avranno in seguito nuovi schiarimenti sopra questa specie di 
contraddizione, che bisogna ben distinguere da quella del n.°58, 
la quale in virtù d’ un semplice cangiamento nel segno del- 
l’incognita è scomparsa ; qui bisognerebbe cangiare il segno del 
quadrato x 1 . 

108. Una equazione del secondo grado ad una sola incogni- 
ta per essere completa deve contenere tre specie di termi- 
ni , cioè : termini affetti dal quadrato dell' incognita , altri af- 
fetti dall’ incognita ai primo grado , ed altri in fine del tutto 
noti : tali sono le equazioni 



x 1 — hx = 12 , 




= — 2x. 



La prima in qualche modo è più semplice della secon- 
da , perchè essa non contiene che tre termini , e perchè il 
quadrato di x vi è preso positivamente , o non ha per coeffi- 
ciente che P unità. Sotto quest’ ultima forma si mettono sem- 
pre le equazioni del secondo grado prima di risolverle ; di ma- 
niera che esse allora possono essere rappresentate da questa 
formola generale : 

x 1 -f- px — q , 

j> e q designando quantità note , sia positive , sia negative. 

Egli è evidente che si ridurranno tutte le equazioni del 
secondo grado a questo stato , l.° passando in un sol mem- 
bro tutti i termini affetti da x (10) ; 2." cangiando il segno 
di ciascun termine dell’ equazione per rendere positivo quello 
affetto da a;*, se questo termine fosse da principio negativo (57); 
3.“ dividendo tutti i termini dell’ equazione pel moltiplicatore 
di x 1 , so questo quadrato ha un moltiplicatore (11) , o mol- 
tiplicandoli pel divisore di x 1 , se questo quadrato e diviso (12). 
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Applicando ciò che si ò detto all’ equazione 
3 

hx — -—X* =z 1 — 2x , 

5 

allorché si passano nel primo membro i termini affetti da x , 
essa diventa 

3 

4 - = h ; 

5 

quando poi si cangiano i segni , 




quando inoltre si moltiplica pel divisore 5 , 

3x’ — 3(hr — — 20 ; 

ed allorché finalmente si divide pel moltiplicatore 3 , diventa 

a;’ — IO# =r — ^ . 

o 

Paragonando questa equazione con la forinola generale 
-f -px = q, 

si avrà per questo caso particolare 




109. Per conseguire la risoluzione delle equazioni cosi pre- 
parate , bisogna rammentarsi dell’ osservazione fatta nel n." 3V, 
rammentarsi, cioè , che il quadrato d’ una quantità composta 
di due termini , contiene sempre il quadrato del primo termi- 
ne, il doppio del primo termine moltiplicato pel secondo , ed 
il quadrato del secondo termine ; e che per conseguenza il 
primo membro dell’equazione 

x* 2 ax -}- a 3 = b , 
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nella quale a o b sono quantità note , è un quadrato perfet- 
to , c quello propriamente di x + a , dal che risulta 

[x -j- a)(a; -j - a) =zb. 

Prendendo allora la radice quadrata del primo membro , 
cd indicando quella del secondo , si avrà 

x -f- a = + Vb , 

equazione che non è più che di primo grado relativamente al- 
l' incognita s, o dà, trasportando il termine + a al secondo 
membro , 

x — — a + Vb. 



Un’ equazione del secondo grado sarebbe dunque facilmente 
risoluta se fosse ridotta alla forma 



x 2 -j- 2 ax -f- a 1 = 6 , 

cioè a dire , se il suo primo membro fosse un quadrato. 

Ma il primo membro dell' equazione generale 

x 2 -j- px = q 

contiene di già due termini elio possono essere riguardali co- 
me formanti parto del quadrato d' un binomio , cioè : x 2 , 
che sarà il quadrato del primo termine x, c px, che sarà il dop- 
pio del primo moltiplicato pel secondo, il quale non può essere in 

1 

conseguenza che la metà di p , ossia — p. Per completare il qua- 



drato del binomio x -| — jp , 



vi bisognerebbe anche il qua- 



drato del secondo termine — p ; 

Sa 



ma questo quadrato può es- 



sere formato , poiché p e conscguentemente — p sono quan- 



tità cognite, e può in seguito essere aggiunto al primo membro, 
purché si aggiunga nello stesso tempo al secondo, affine dj con- 
servare 1’ eguaglianza ; e quest’ ultimo membro rimarrà tuttavia 
in totalità Cognito. 
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1 1 

Il quadrato di — p essendo — p» , la sua aggiunzione ai 
due membri dell’equazione proposta 
x* + px == q 

trasforma questa equazione in 

*‘+F+y]' , = ?+ ~p', 



risultamento di cui il primo membro è il quadrato di x -f 
prendendo adunque la radice dei due membri , si avrà 



1 

2 



V • 




P = 




(WG) , 



e trasponendo , viene 

x ^-~p±[/ ?+{?■, 



da cui si ottiene successivamente 

x = — \p + \/ 1+\p' , 





del primo membro dell’ equazione proposta , perchè il se- 
condo termine di siffatto membro era positivo ; bisogna met- 
tcr\i il segno nel caso contrario, per la ragiono che il qua- 
drato x * — 2 ax + a a corrispondo al binomio x — a. 

La risoluzione di una equazione qualunque di secondo gra- 
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do si otterrà paragonando questa equazione alla forinola gene- 
rale 

x* -\-px = q-, 

o pure applicando immediatamente all’equazione proposta l’ope- 
razione che si è fatta sopra di questa forinola , la quale ope- 
razione può enunciarsi come segue : 

Rendere il primo membro dell' equazione proposta un qua- 
drato perfetto , aggiungendo si a questo , che al secondo il qua- 
drato delta metà della quantità data che moltiplica la prima 
potenza dell'incognita; eguagliare in seguilo le radici quadrate 
di ciascun membro , osservando che quella del primo è compo- 
sta dell’ incognita e della metà della quantità data che la mol- 
tiplica nel secondo termine , presa col segno di questa quantità, 
e che la radice del secondo membro deve essere preceduta dal se- 
gno + , ed indicata dal segno V , se essa non può ottenersi 
immediatamente. 

Eccone esempi. 

110. Trovare uu numero tale , che aggiungendolo 7 volte 
al suo quadrato , la somma sia 44. 

Detto x il numero cercato , l’ equazione sarà eviden- 
temente 

x 7 + 7a: = 44. 



Per risolverla , prendo — , metà del coefficiente 7 che 

49 

moltiplica x , ed elevandola a quadrato , ho la quantità — che 
aggiungo a ciascun membro , come segue : _ 



49 49 

«• + **+ ■£■=**■ + -J-S 



e riducendo il secondo membro in una sola frazione , verrà 



, „ ,49 

x’ -f- lx + ~ = 



223 
4 * 



La radice del primo 
di sopra , * + ~ , e si 



membro è , secondo la regola data 

13 

trova per quella del secondo — ; si 
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ha dunque l’equazione 





dalla quale si ottiene 







la 

2 ’ 



x — 





X 



7 

2 



la 

2 




11 . 



11 primo valore di x risolve la quistione nel senso del suo 
enunciato , poiché si ha per questo valore 

— 16 
7x = 28 

somma 4V. 

In quanto al secondo , siccome esso è affetto dal segno — 

\ il termine 7x , diventando 

7 X— 11 = — 77 , 

deve essere tolto da x 3 ; di maniera che l’enunciato della qui- 
stione risoluta col numero 11 , è questo : 

Trovare un numero tale , che togliendo 7 volte questo nu- 
mero dal suo quadrato , rimanga 44. 

Il valore negativo modifica dunque qui la quistione d’ una 
maniera analoga a ciò che si è veduto per le equazioni del 
primo grado. 

Se si mettesse in equazione 1’ enunciato anzidetto , si ot- 
terrebbe 



x 1 — 7x = kk , 



18 
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c risolvendola , verrebbe 



x * — 7x -J- = 44 -j- 



49 
4 ’ 



x’ — 7x -f- 



49 



225 
4 ’ 




15 

2 ’ 






15 

2 



22 

a 



ii. 




Il valore negativo di a? è divenuto positivo , perchè esso 
soddisfa letteralmente al nuovo enunciato , ed il valore posi- 
tivo , che non lo soddisfa allo stesso modo , è divenuto nega- 
tivo. 

Da ciò si vede che nei problemi di secondo grado l’Al- 
gebra riunisce nella medesima forinola due qoistioni che han- 
no tra loro una certa analogia. 

111. Qualche volta gli enunciati che conducono ad equa- 
zioni di secondo grado , sono suscettibili di due soluzioni ; il 
seguente si trova in questo caso. 

Rinvenire un ntunero tale, che se si aggiunga 15 al suo qua- 
drato , la somma sia uguale ad 8 volte questo numero. 

Sia x il numero cercato; l'equazione del problema sarà 

x 1 + 15 = 8x. 

Mettendo questa equazione sotto la forma prescritta nel 
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n° 108 , si avrà 

x 2 — Bx — — 15 , 
x' _ + 16 = — io -f 16 , 

x 2 — 8x -f- 16 = 1 , 

X — 4- = + 1 , 

X == 4 + 1 , 

x — 5 , 
x — 3. 

Vi sono adunque due numeri differenti 5 e 3 , che godo- 
no della proprietà stabilita nell’ enunciato. 

112. Qualche volta s’ incontrano ancora alcuni enunciati 
che non possono essere risoluti di alcuna maniera nel loro 
senso preciso , e che devono esser perciò modificati ; un tal 
caso è quello nel quale le due radici dell’ equazione sono ne- 
gative , come quelle della seguente : 

x 1 -f- 5# + 6 = 2. 

Quest’ equazione , la quale esprime che il quadrato del nu- 
mero cercato , aumentato di 5 volte questo numero , ed ancora 
di 6 , deve dare una somma eguale a 2 , non può evidente- 
mente essere verificata per addizione , come sta scritta , poi- 
ché il solo 6 già sorpassa 2 ; ed in fatti , se si risolve , si trova 
successivamente 

x 2 + 5# = — 4 , 



x 2 -+-5X + 



25 

4 
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I segni — da cui sono adotti i numeri lei, fanno ve- 
dere che il termine 5# devo essere tolto dagli altri, ovvero che 
pei due ritrovati valori l’enunciato deve essere modificato cosi : 

Trovare un numero tale , che se. si tolga 5 volte dal suo 
quadrato, e si aggiunga 6 al resto, si abbia 2 per risultamento. 

Questo enunciato dà luogo adequazione 

a;’ — Sa: -}- 6 = 2 , 

dalla quale si hanno per x i due valori positivi lei. 

113. Sia inoltre questo problema : 

Dividere un numero p in due parti delle quali il prodotto sia 
uguale a q. 

Chiamando una di queste parti x , 1’ altra sarà espressa 
da p — x , ed il loro prodotto sarà px — x* ; si avrà dun- 
que 1’ equazione 



px — x*—q, 
ovvero , cangiando i segni , 

x' — px= — q ; 

e risolvendo quest’ ultima , si troverà 




Se per particolarizzare la quistione si facesse 
P = 10 , q — 21 , 

1 = 5 + V 25 — 21 
x = $ ± 2 , 
x = l, 
x = 3 , 

vale a dire una delle parti sarebbe 7, e l’altra sarebbe per 
conseguenza 10 — 7 , ovvero 3. 

Se si prendesse al contrario 3 per x , l’altra parto sa- 
rebbe 10 — 3, ovvero 7 ; di maniera che relativamente al- 
1’ enunciato attuale la quistione non ha , a parlare propria- 
mente , che una soluzione , giacché la seconda non è che un 
cambiamento d’ordine tra le parti. 



si avrebbe 
ovvero 
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L’ attento esame del valore di x fa vedere clic nella qui- 
stione di cui si tratta , non si possono prendere del tutto ar- 

bitrariamente i numeri p e q ; poiché se q sorpassasse — , 

4* 

1 

ossia il quadrato di — p , la quantità q sarebbe nega- 

2à ’v 

tiva , e s’ incorrerebbe nel carattere di assurdità osservato nel 
n° 107. Se si prendesse , per esempio , 

p == 10 e q — 30 , 

verrebbe 



x=z 5 + V 25 — 30 = 5 + V — 5 : 

il problema sarebbe dunque impossibile con questi dati. 

114. L’ assurdità delle quistioni che conducono a radici 
immaginarie non si manifesta che nella conehiusione ; ma de- 
ve desiderarsi di conoscere con caratteri che riguardino più da 
vicino l’enunciato, in che consista l’assurdità del problema, 
dalla quale risulta quella della soluzione : or questo appunto 
ne sarà mostrato d' una maniera precisa dalla considerazione 
seguente. 

Sia d la differenza delle due parti del numero proposto ; 

la più grande sarà ~ -f- , la più piccola (3) ; ora 

é stato chiaramente provato (29, 30 e 34) elio 



(P_ , ±\(P_ 

V 2 2 A 2 2 / 4* 4 ' 

dunque il prodotto delle due parti del numero proposto , 

p 7 

qualunque esse siano , sarà sempre piu piccolo di — , o sia 

4 

del quadrato della metà della loro somma, finché d non sarà nullo; o 
quando questa circostanza avrà luogo, ciascuna di queste due parti 

P p* 

essendo allora uguale a — - , il loro prodotto r.on sara che — . 

2 ‘i* 
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È duiK|ue un assurdo il volere che sia più grande ; e con ra- 
gione 1' Algebra, rispondendo in tal caso d’ una maniera contrad- 
dittoria ai principi , mostra con ciò , che quel che si cerca , 
non esiste. 

Quello che ora si è dimostrato sull’ equazione 



x 3 — px — — q , 



data dalla quistione precedente , conviene a tutto quelle del 
secondo grado in cui q è nagativo nel secondo membro , le 
quali sono le sole che possono dare radici immaginarie, poiché 



P a 

il termine — posto sotto il radicale , conserva sempre il se- 
gno -f- , qualunque sia quello di p. In fatti quando si avesse l’ e- 
quazione 



x J -f- px = — q , o sia x > -f- px -f- q = 0 , 



si vedrebbe subito che essa non potrebbe ammettere alcuna 
soluzione positiva , poiché il suo primo membro non contiene 
che termini addittivi ; e per sapere se l’ incognita x potes- 
se essere negativa , basterebbe cangiare x in — y. 1,’ inco- 
gnita y avrebbe allora valori positivi , che sarebbero dati dal- 
1' equazione 

y '—py+q = °, o sia xj'—py = —q, 

precisamente la stessa che quella del numero precedente : ora 
i valori di x non polendo essere reali che quando quelli di y 
lo fossero , essi diverrebbero ancora immaginari nel caso at- 

p* 

tualc , se q sorpassasse — . 

k 

Si vede adunque in grazia delle osservazioni fatte qui so- 
pra , come e perchè , quando il termine nolo d una equazione 
di secondo grado è negativo nel secondo membro , e maggiore ad 
un tempo del quadrato della metà del coefficiente della prima po- 
tenza dell' incognita , quest' equazione non possa avere che radi- 
ci immaginarie. 

Ilo. Le espressioni 



V — b , a-f-K — 6, 
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ed in generale tutte quello che comprendono la radico qua- 
drata d' una quantità negativa , si chiamano quantità immagi- 
narie (*). Queste non sono che simboli d’ assurdità, i quali ten- 
gono il luogo del valore che si sarebbe ottenuto , se la qui- 
stione proposta fosse stata possibile. 

Tali espressioni non si trascurano nei calcoli , perchè alle 
volte avviene che combinandole secondo certe leggi , I' assur- 
dità si distrugga , ed il risultamento diventi reale. Se ne tro- 
veranno esempi nel Complemento. 

116. Siccome importa molto ai principianti d’acquistare 
nozioni esatte sopra tutti i fatti d’analisi che sembrano uscirò 
dalle idee comuni , ho stimato che bisognasse aggiungere di 
più qualche altro rischiarimento a ciò che si è di già veduto 
(106) sulla necessità di ammettere due soluzioni nelle equazioni 
del secondo grado. 

Passo a dimostrare che te esiste ma quantità a la quale, 
sostituita in luogo di x soddisfaccia all' equazione di secondo 
grado x 2 -j- px = q , e sia per conseguenza il valore di x , que- 
sta incognita avrà ancora un altro valore. In fatti , se si sosti- 
tuisce o in luogo di x , ne risulterà a 2 -\-paz=q; e poiché, 
per ipotesi, a è il valore di x, q sarà necessariamente uguale 
alla quantità a’-j-jm: si potrà dunque scrivere questa quan- 
tità in luogo di q nell’equazione proposta, che diverrà perciò 

X 1 -J- px = a 1 -j- pa. 

Trasportando tult’ i termini del secondo membro nel pri- 
mo , verrà ‘ 

x* -\-px — a* — pa = 0 
clic si può scrivere cosi: 

x ’ — a’ -f- p (x — a) — 0 ; 

ed a motivo che 

x » — a 1 = [x -j- a)[x — a) (34) , 

si vedo a colpo d’ occhio che il primo membro è divisibile 
per x — a, o dà un quoziente esatto x -f- a -{- p : si ha dun- 
que , in conseguenza di ciò , 

x 2 + px — q — x* — a 2 -f- p {x — a) = (a? — ct)(zc -f « + p). 

(*) Sarebbe più esatti il dire espressioni o simboli immaginari , 
poiché queste non sono quantità, • 
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Ora é evidente clic un prodotto è uguale a zero , allor- 
ché uno qualunque de’ suoi fattori diviene nullo ; si devo dun- 
que avere 



(t — = 0 , 
non solamente quando x — a = 0 , il che dà 

x = a , 

ma ancora quando x -f- a -f-p = 0 , da cui risulta 
X— — a — p. 

Resta dunque provato che se a è uno de’ valori di x , — a — p 
sarà necessariamente 1’ altro. 

Questo risultamento s’ accorda coi due valori compresi 
nella forinola 

x =—\p ± \/ j + 



poiché prendendo per a il primo , —p -f- y q + -jr F , 

per esempio , si troverebbe per 1’ altro 



-a- p =+ 1 p -\/ q + l r -p=- \p- ]/ q+jP> , 

i 

il clic è in effetti la seconda radice. 

Ritornerò in seguito sopra queste osservazioni le quali 
contengono il germe della teoria generale delle equazioni di un 
grado qualunque. 

117. La difficoltà di mettere i problemi in equazione è 
pel secondo grado , ed in generale per un grado qualunque , 
la stessa che pel primo , e consiste sempre nella maniera di 
sviluppare tutte lo condizioni distinte , compreso nell’ enuncia- 
to, e di esprimerle per mezzo di caratteri algebrici (14). Le qui- 
stioni precedenti non offrivano alcuna difficoltà riguardo a ciò; 
per altro fin dal primo grado si è dovuto acquistare bastante 
esercizio ; non ostante questo risolverò alcune quistioni che da- 
ranno luogo^a parecchie utili osservazioni. 
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Si sono impiegali due operai , che guadagnano salari dif- 
ferenti ; il primo essendo stato pagato al termine d' un certo nu- 
mero di giorni , ha ricevuto 96 fr. , ed il secondo avendo lavo- 
rato sei giorni di meno , non ha avuto che 54 fr. ; se questo 
avesse lavorato tutti i giorni , e l’altro avesse lavorato sei giorni 
di meno, ciascun d,' essi avrebbe ricevuto la medesima somma : si 
domanda quanti giorni ciascuno ha lavorato , ed il prezzo della 
sua giornata. 

Questo problema , che a prima vista sembra contenere 
più incognite, si risolve facilmente con una sola incognita, per- 
chè le altre si esprimono immediatamente per mezzo di questa. 

Designando con x il numero de’giorni del lavoro del primo 
operajo, x — 6 sarà quello de’ giorni del lavoro del secondo , 



96 fr - 

x 



sarà il prezzo della giornata del primo operajo , 



. ; quello della giornata del secondo ; 

X () 

se quest'ultimo avesse lavorato per x giorni, avrebbe guadagnato 



x X 




ossia 



54 # 

x — 6 1 



cd il primo lavorando solamente x — 6 giorni , non avreb- 
be avuto che 



, 96 

[x — 6) — , cioè 
x 



96( ;g — 6) 

x 



F equazione del problema sarà dunque 

54* _ 96(zr — 6) 
x — 6 x 



Bisogna dapprima mandar via i denominatori da questa 
equazione , e viene 

54x 3 == 96 [x — 6)f x — C) ; 

19 
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i numeri 54 e 9G essendo tutti e due divisibili per 6 , questo 
risultamento si rendo più semplice , e si trova 

9a?’ = 16 (x — 6)(a: — 6). 

Si potrebbe preparare quest’ ultima equazione secondo la 
regola del n° 108 , per poi risolverla ; ma questa regola non 
servendo che a facilitare 1' estrazione della radice da ciascun 
membro dell’equazione proposta, si rendo inutile in questo caso, 
nel quale i due membri si presentano sul bel principio sotto la 
forma di quadrati ; perchè è patente essere fte 1 il quadrato di 
3af , e 16 (ir — 6)(ir — 6) quello di 4 (a; — 6) : si avrà dunque 
a dirittura 

3# =: + 4 [x — 6) j 

donde risulta 

3ir = kx — 24 , x — 24 , 

24 

3ir = — kx 24 , x = — . 

Per la prima soluzione della quislione, il primo operajo ha 
lavorato per lo spazio di 24 giorni , ed ha guadagnato per con- 
% fr - 

seguenza , ovvero 4 fr. per giorno , mentre il secondo non 

54*' r ' 

ha lavorato che 18 giorni , ed ha guadagnato — — , cioè 

18 

3fr. per giorno. 

La seconda soluzione corrisponde ad un’ altra quistione 
numerica legata all’ equazione proposta d’ una maniera analo- 
ga a quella che ho fatto osservare nel n° 111. 

118. Si rimettono ad un banchiere due cambiali tratte sul- 
la stessa persona ; la prima di 550 franchi pagabile in sette 
mesi , la seconda di 7 20 franchi pagabile in quattro mesi ; ed 
egli dà in tutto una somma di 1200 franchi : si dimanda 
qual sia stato il frutto annuale secondo il quale queste cambiali 
sono state scontate. 

A fine di evitare le frazioni nelle espressioni degl’ interes- 



Digitlzed by Googte 




DI A t G E U ft A. 



147 

sì per sette mesi e per quattro, rappresenterò con 12» quello 
che produce annualmente una somma di 100 franchi , e l' in- 
teresse d’ un mese sarà allora ». Ciò posto , il valore presen- 
te della prima cambiale si otterrà facendo la proporzione 



100 -f- : 100 : : 550 : 



55000 

100+7» 



[Arti. 120) ; 



il valore presente della seconda cambiale risulterà ancora dalla 
proporzione 



100 + 4» : 100 : : 720 : 



72000 
100 + 4» ' 



Riunendo questi due valori, l'equazione del problema sarà 



55000 72000 _ 

100 + 7ÙT + 100 + 4» ~~ 1 

Potendosi i due membri dividere per 200 , si ha 

275 360 

100+ 7» 100 — J— 4» ~ ' 

poi facendo sparire i denominatori , si troverà successivamente 
275 (100 + 4») + 360 (100 + 7 zf) = 6 (100 + 7»)(100 + 4»), 
27500+1100» + 36000+2520» = 60000 + 6600»+ 168»’, 
il che si riduce a 

168»’ + 2980» = 3500', 
e dividendo tutto per 2 , si ottiene 

84»’ + 1490» = 1750 , 

il che dà in fine 



, 1490 

*' + 'W x ~ 



1750 

"sT ‘ 
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Paragonando questa equazione alla formula 



verrà 



e r espressione 



si cangerà in 



x' -f -px=q , 

1490 1750 

P ~ 84 ’ q ~ ~84 ’ 

x = ~\ p ± ]/ V + </ 

745 / 745 . 745 

— “ 84 " ~ V 84 . 84 



1750 
‘ 84 * 



Bisogna in primo luogo ridurre ad una sola le frazioni com- 
prese sotto il radicale : si avrà 

745 . 745 + 1730 . 84 _ 702025 
84784 “ 84 . 84 ; 

ed osservando che il denominatore di questa frazione è un 
quadrato perfetto , non resterà ad estrarre che la radice qua- 
drata dal numeratore. Se si approssima ai millesimi , Nove- 
rassi 837,869 per quella di 702025 ; e dandole il denomina- 
tore 84 , i valori di x saranno 

745 ( 837,869 _ 92,869 
X ~~ 84" 84” “ “84 ’ 

745 837,869 _ 1582,869 

— ~ 84 ~ 84 ~ ~ 84 



Il primo di questi valori è il solo che risolve la quistio- 
ne nel senso del di lei enunciato. Dividendo il suo denomina- 
tore per 12 , si ha ( Arii. 54 ) 



12ir = ^69 = 13267; 
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sicché l’ interesse annuale è di fr. 13,27 per 100. 

119. La quistione seguente è degna di particolare atten- 
zione per le circostanze che presenta l’espressione dell'incognita. 

Dividere un numero in due parti di cui i quadrali siano 
in un dato rapporto. 

Sia a il numero dato , 

in la ragione dei quadrati delle sue due parti , 
x una di queste parti ; 

1' altra sarà a — x ; . 

e per 1’ enunciato della quistione si avrà 1 equazione 

a?’ 

: — m. 

[a — a5)( a — a:) 

Si presentano due vie per risolverla: si può o prepararla 
per darle la forma x* -\-px — q , o poi risolverla col metodo 
generale , o pure , profittando della riflessione facile a tarsi , 
che la frazione 

x * 

(a — ar)(a — x) 

è un quadrato , poiché il suo numeratore ed il suo denomi- 
natore sono quadrati , conchiuderne subito 

— =±Vm, 

a — x 



x — + (a — x) Vm . 



Bisol vendo separatamente le due equazioni di primo gra- 
do comprese in questa forinola , cioè , 

x — -f- (a — x) lKm , 
x — — (a — x) Vm , 
a J/»n 



se ne otterrà 






x — 



1+Km ’ 
— a V* m 
1 — Ki» 
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Per la prima soluzione , la secouda parte del numero pro- 
posto è 

<*Km a + a K m — a K m a 

1 + Km 1 + Kin i + Km ’ 

e le due parti * 

«K m a 

■ — ed 

1 + Km 1 + Km 

sono , come il richiede l' enunciato della quistione , e 1’ una e 
1 altra piu picoolc del numero proposto. 

Per la seconda soluzione si ha 

a _j_ a ^ r m a — ° Kt»-fflKm a 

1 — Km 1 — Km 1 — Km* 

e le due parti sono allora 

«K m , a 

■ — _ ed — . 

1 — Km 1 — Km 

1 loro segni essendo contrari , il numoro a non è più , 
a parlare propriamente, la loro somma, ma la loro differenza. 
Allorché si fa m = 1 , vale a dire quando si suppone che 
i quadrati delle due parti cercate siano uguali , si ha 

Km= 1 ; 

la prima soluzione dà in questa ipotesi due parti uguali 

« a 

2 ’ sf’ 

risultamento evidente da sè , mentre la secouda soluzione dà 
due risultameuti infiniti (68) , cioè : 

— a . — a , a a 

i~i 0 s,a ~ ’ ed ~i~[ 0 sia ¥ ’ 
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come appunto dovca essere ; imperocché duo quantità disu- 
guali debbono di necessità essere riguardate come infinitamen- 
te grandi rispetto alla loro differenza , per poter supporre 
uguale all’ unità il rapporto dei loro quadrati. 

In fatti siano a: ed a: — a queste due quantità ; il rap- 
porto dei loro quadrati sarà 



x * 

x * — 2ax -|- a* ’ 



e dividendo 
verrà 



i due termini di questa frazione per x * , essa di- 
1 # • 

l-S + 21 

X X * 



ora è manifesto che quanto più il numero x sarà grande, tanto 
2a a’ 

più le frazioni — , — saranno piccole , e tanto più il rapporto 

OC OC ^ 

di cui è parola, si avvicinerà ad eguagliare — , ovvero 1. 

120. Frattanto per paragonare il metodo generale all'an- 
damento che si è tenuto , si svilupperà l’ equazione 



7 u ~m : 

(a — x)[a — x) 

si avrà successivamente 

x 1 — m[a — x)(a — x) , 
x* — a’ m — 2amx-|- mx', 
x* — mx’ -j-2amx= a’m , 
(i — m)x’-f-2amx=a’m , 



X’ 



2am 

T^"m 



x 



a’m 




e facendo 



2am a’m 
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la forinola generalo darà 



am / a’m’ . fl'm 

x = + 1/ 

1 — m }' (1 — m)(l — m) 1 — m ' 

Questi valori di x sembrano molto differenti da quelli elio 
sono stati trovati di sopra ; ciò non ostante essi vi si riduco- 
no , ed in queste riduzioni propriamente 1’ esempio di cui mi 
sto occupando , può essere utile per mostrare l' importanza delle 
trasformazioni che le diverse operazioni algebriche producono nel- 
le espressioni delle quantità. 

Bisogna primieramente ridurre allo stesso denominatore le 
due frazioni comprese sotto il radicalo , il che si effettuerà mol- 
tiplicando per 1 — mi due termini della seconda ; e verrà 

a’m’ , fl’m a’ rn’-f-a’ m (1 — m) _ 

(1 — m)(l — m) + 1 — mi — (1 — m)(i— m) ~ 



a’m 

(l — m)(l — i») * 

Il denominatore essendo un quadrato , resterà solamente 
da estrarre la radice del numeratore, c si avrà 

a’ m’ a’m V" a’m 

(1 — m)(l — m) 1 — m 1 — m ’ 

ma l'espressione Va’ m può ancora rendersi più semplice. 

È evidente che il quadrato d' un prodotto si compone del 
prodotto dei quadrati di ciascuno dei suoi fattori , poiché , per 
esempio K 

bed X bcd=b*c'd , t 

e che per conseguenza la radice di ò’c’d’ non è altra cosa che 
il prodotto delle radici b , c e d dei fattori 6’, e’ e <f’. Appli- 
cando queste osservazioni al prodotto a’m, si vede che la sua 
radice è il prodotto di a, radice di a’, per Vm che è l’in- 
dicazione della radice di m , ovvero che 

Va’ m=aK». 




a’ m’ -}-a’ m — a’ m’ 
(1 — m)(l — m) 
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Da questo diverse trasformazioni segue che 



ovvero 



z=z 



x 



am aVm 
1 — m 1 — m ' 

_ — am aVm 

~ 1 — m ’ 



— am — aV m 




Per semplici che siano , queste espressioni non sono 
ancora quelle del numero precedente ; ed anche se si cerchi 
di verificarle pel caso in cui m = 1 , esse divengono 



_ — a -j- a 0 

^ ~ 1 — 1 “17 * 



— a — o — 2 a 




Sì ritrova nella seconda espressione il simbolo dell’infinito, 
come precedentemente , ma la prima presenta la forma indeter- 
0 

minata — , di cui già si sono veduti esempi nei n ri 69 

e 70 ; prima però di decidere sul suo valore torna a proposito 
esaminare se essa cada per avventura nel caso del n° 70, cioè, 
se sia un fattor comune al numeratore e al denominatore che 
si riduca a zero nell’ipotesi di m=:l. 

L' espressione am a 

1 — ni 

è la stessa che a (~ m + 

1—m 1—m 

Si vede già che il numeratore non diviene zero che pel 

fattore V m — m ; bisogna adunque cercare se mai quest'ultimo 
avesse qualche fattore comune col denominatore 1 — m Per evi- 

20 
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tare l’ imbarazzo cho potrebbe essere cagionato dal segno radica- 
le , pongo Vm = n , e no conchiudo , prendendo i quadrati , 
m=rn*: ciò trasforma le quantità 

Vm — m ed 1 — m 
in n — n* ed 1 — «*; 

ora n — »* = »(1 —n) ed 1 — «’ =(1 — n)(l -j- n) (34); 
rimettendo per n il suo valore Vm , si avrà 

Vm — m— (1 — V «») V m i 
1 — in = (1 — V m)(l -j~ V tn) , 
c per conseguenza 

a [Vm — m) a (1 — Vm) Vm rt Vm 

1 — (l_Km)(t+Ki'iI) 1+Kin 

risultamento simile a quello del n" 119. 

Si riduce dell’ istessa maniera il secondo valore di x, os- 
servando che 

— nVm — am _ — « (1 -\-Vm)Vm _ — ■ aVm 

1 — m ( 1 — Vm)(l-{-Vm) 1 — Vm 

come nel n° 119 (’). 

Non è difficile vedere che avrei potuto evitare i radicali 
nel calcolo precèdente, rappresentando con tn* il rapporto dei 
quadrati delle due parti del numero proposto : allora m ne sa- 
rebbe stata la radice quadratala quale si può sempre riguardare 
come cognita , allorché il suo quadrato è dato -, ma non si sa- 

(*) 1/ esempio del qnale ho trattalo si a lungo , corrisponde ad 
nn problema risolato da Clairant nella sua Algebra, e eli cui 1’ enun- 
ciato è questo : Trovare sulla linea che unisce due lumi qualunque , 
il minto ugualmente illuminato da questi due lumi. Ho spogliato que- 
sto problema dalle circostanze fisiche , le quali sono estranee all’ og- 
getto di quest’ opera*, e non possono che frastornare 1’ attenzione che 
richieggono le circostanze algebriche , osservabilissime in sè stesse , 
e che per questa ragione ho sviluppate più che non l’ aveva fallo 
Clairaut, 
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rebbe da principio veduto il line di un tale cangiamento di 
dati , di cui gli algebristi fanno uso frequentemente per rendere 
più semplici i calcoli ; invito perciò il lettore a rifare la so* 
luziono del problema , mettendo m 1 in luogo di in. 

Dell' estrazione della radice quadrata dalle quantità 
algebriche. 

121. La quistione precedente basta per indicaro come bi- 
sogna condursi nella risoluzione delle quistioni letterali , ed ha 
presentata una trasformazione che molto importa di bene os- 
servare , quella , cioè , di 

Va 2 m in aV m (pagina 152) , 

poiché col mezzo di tale trasformazione si possono ridurrò al 
più piccolo numero possibile i fattori contenuti sotto il radi- 
cale , e rendere cosi più semplice l'estrazione della radice che 
resta da farsi. 

Questa trasformazione consiste, come si è veduto nel luogo 
citato , a prendere separatamente la radice di tutti i fattori che 
sono quadrati , ed a scrivere queste radici fuori del radicale , 
come moltiplicatori di questo radicale , sotto del quale si lasciano 
tati quali sono , i fattori che non, sono quadrati. 

Questa regola suppone primieramente che si sappia cono- 
scere se una quantità algebrica sia un quadrato , ed in questo 
caso estranio la radice ; ora per conoscere questo , bisogna di- 
stinguere lo quautità monomio dalle polinomio. 

122. Risulta evidentemente dalla regola degli esponenti nella 
moltiplicazione , che la seconda potenza di una quantità qua- 
lunque ha un esponente doppio di quello di questa quantità. 

Si ha , per esempio , 

a 1 X a 1 = a 1 , a 1 X <*' — > a 3 X a 3 = a' i , ec. 

Segue da ciò, che ogni fattore che è un quadrato, deve avere 
un esponente pari , e che si ottiene la radice di questo fattore 
scrivendo la sua lettera con un esponente uguale alla metà del- 
l’ esponente primitivo. 

Si ha cosi 

Va 1 = a' , ovvero a , Va* = a* , Va s — « J , ec. 

In quanto ai fattori numerici , l’estrazione delle loro ra- 
dici si esegue , quando ha luogo , con le regole insegnate pre- 
cedentemeute. 

Dietro queste riflessioni , i fattori a 6 , 44 , c’ dell’ espres- 
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«iurte 



Euuini 



y GW'Wc* 



sono quadrati ; il numero Gì è il quadrato di 8; dunque V espres- 
sione proposta essendo un prodotto di fattori quadrati , «erri per 
radice il prodotto delle radici di ciascuno di questi fattori (121); 
e per conseguenza 

y 6 ìa 6 </4c* = 8a 3 ò’c. 

123. Allorché questa circostanza non ha luogo , bisogna 
eercare di scomporre il prodotto proposto in due altri , di cui 
i uno non contenga che i fattori quadrati, « V altro i fattori non 
quadrati ; e perciò bisogna considerare a parte ciascuno di que- 
sti fattori. 

Sia , per esempio , 



K72a4& 3 c*. 

Si riconosce facilmente che tra i divisori del numero 72 
vi sono quadrati perfetti , cioè , ì , 9 e 36 ; e prendendo il 
più grande , si ha 

72 = 36 X 2. 

Il fattore n4 essendo un quadrato , si mette da parte ; 
passando in seguito al fattore è 3 , si rifletterà che questo fat- 
tore non è quadrato , poiché il numero 3 è dispari , ma che 
può scomporsi in due altri fattori ò’ e b , di cui il primo è 
un quadrato , e si avrà 

6* = ò’.& ; 



si vede ancora che 



e 5 = c4.c ; 

e sarebbe lo stesso di ogni altra lettera che avesse l’ esponente 
dispari. Tutte queste scomposizioni danno 

72a46 3 c 5 ~ 36.2a4& , .6c4.c ; 

e ravvicinando i fattori quadrati, viene 

36a4ò’c4 X 2 òc. 
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In fine , prendendo la radice del primo prodotto ed in- 
dicando quella del secondo , si ha 

V 72a46 J c 5 = ±bc. 

Ecco altri esempi ancora di simili riduzioni , preceduti dai 
calcoli che li mettono in evidenza : 



|/ T = /°’T = ‘/ T = a /£ = T rMi 



../li, ../»■»*• -,/iSf.S* 

6 V s" 4 ’ = 6 V T»7r = 0 V —£ = 

6 . 5,. /Za 306 . /Za 

~ l V T = ~r ¥ ! 



l/a’m 1 , a'm m /a’m' -f- a*mn _ 

' n a ' » r n” 

/a’ , . a _ . 

1/ — (m a -f- «iti = — y in 1 rnn . 

r n* n 



Relativamente al primo esempio bisogna osservare , che 
può farsi uscire dal radicale il denominatore delle frazioni al- 
gebriche , rendendolo un quadrato , nel modo che è stato in- 
segnato nel n° 101 per le frazioni numeriche. 

121. Passo, a trattare dell’ estrazione della radice quadrata 
dei polinomi. È importante il ricordarsi che nessun binomio 
è un quadrato perfetto , perchè' ogni monomio elevato a qua- 
drato non produce che un monomio , ed il quadrato di un 
binomio costa sempre di tre parti (31). 

Si cadrebbe in un errore grossolano prendendo per* V a‘-j-b* 
il binomio <> + b, benché a sia separatamente la radico di a a , 
e b quella di b 1 ; poiché il quadrato di a -f- b , essendo a* 
-f- 2 ab -j- b 1 , contiene di più il termine -}?■ 2a6 , che non si 
trova nell' espressione a 1 b 1 . 
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Sia dunque il trinomio 

2 ’*a’b 3 c + lGu-ic 1 -j- 96® ; 

a fine di ritrovare in questa espressione le tre parti clic com- 
pongono il quadrato di un binomio , la ordino per rapporto ad 
una dello suo lettere , alla lettera a , per esempio ; e viene 



16a4« 3 -J- 2ia’6 3 c -{- 96®. 



Allora , qualunque sia la radico cercata , supponendola or- 
dinata rispetto alla stessa lettera a , il quadrato del suo 
primo termine deve necessariamente formare il primo ter- 
mine Ì6a4c j della quantità proposta ; il doppio prodotto del pri- 
mo termine della radice pel secondo deve dare il secondo ter- 
mine 2àa 3 6 3 c della quantità proposta ; ed in fine il quadrato 
deli’ ultimo termine della radice deve essere precisamente 1’ ul- 
timo termino 96® della quantità proposta. Dietro queste consi- 
derazioni , l’operazione si disporrà come si vede qui sotto : 

ftìaV + 2ia 3 6 3 c + 96® l \ a > c 3&1 radi 

— lOteic* < 

l 8 a’e + 36 3 

+ 21a J 6 3 c -(- 96® 

— 2ia’6 3 e — 96® 



0 0 . 

Estraggo dapprima la radice quadrala dal primo termino 
lfiaic 3 , ed il risultarnento àa’c (122) è il primo termine della 
radice , il quale si scrivo a dritta nell’ istesso rigo della quan- 
tità proposta. 

Sottraggo da questa quantità il quadrato 16a4c J del primo 
termine àa’c della radico ; e facendo la riduzione non restano 
che i due termini 2à« 1 6 3 c + 96®. 

11 termine 2àa J 6 3 c essendo il doppio prodotto del primo 
termine della radice ka'c pel secondo , otterrò quest ultimo di- 
videndo ^W6 3 c per 8a 5 c , doppio di ka 3 c , che si scrive al di 
sotto della radice ; il quoziente 36 3 è il secondo termine della 
radice. 

La radice è ora determinata; ma perchè essa sia esatta, 
bisogna che il quadrato del secondo termine faccia 96® , ovvero 
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che il doppio 8<t’c del primo termino della radice , aumentato 
del secondo 36 3 , e poi moltiplicato per lo stesso secondo ter- 
mine, riproduca i due ultimi termini del quadrato (91) ; in con- 
seguenza allato ad 8<re scrivo — (- 36 3 , e moltiplico 8 «’c -f- 36 J 
per 36 3 ; il prodotto essendo tolto dai due ultimi termini della 
quantità proposta , non resta niente ; ed io conchiudo che que- 
sta quantità è il quadrato di ka'c -f- 8fc J . 

É evidente che i medesimi ragionamenti e gli stessi modi 
di operare possono essere applicati a tutte le quantità compo- 
ste di tre termini. 

125. Allorché la quantità da cui si vuole estrarre la ra- 
dice ha più di tre termini , siffatta quantità non è più il qua- 
drato d'un binomio; ma supponendola il quadrato d’un trino- 
mio m n p, e rappresentando con l la somma m-f-n dei 
due primi termini di lui, questo trinomio si cangia in l -\-p, ed 
il suo quadrato diventa 



l* -f 2 Ip -f- p * , 

ove il quadrato l % del binomio tn -j- n, essendo sviluppato, pro- 
durrebbe i termini tn’ -f- 2mr» -f- n*. Cosi, quando la quantità 
proposta sarà stata ordinata , il primo termine sarà evidente- 
mente il quadrato del primo termine della radice , ed il se- 
condo conterrà il doppio prodotto del primo termine della ra- 
dice pel secondo di questa radice medesima ; si avrà dunque 
quest’ultimo dividendo il secondo termine della quantità pro- 
posta pel doppio della radice del primo. Conoscendo allora i 
due primi termini della radice cercata , si completerà il qua- 
drato di questi due termini , rappresentato qui da i’ , c to- 
gliendolo dalla quantità proposta , resterà 

2(p-f-j)» , 

quantità che contiene il doppio prodotto di I , o sia del primo 
binomio m-f-n , pel resto della radice , più il quadrato di que- 
sto resto , e fa per conseguenza vedere che bisogna operare 
con questo binomio , come si è fatto col primo termine m 
della radice. 

Serva d’esempio la quantità 
Gia’àc 25 a'h’ — 40a 3 6 -j- ICal -J- 646’c’ — 80ai’c ; 
la quale prima si ordini rispetto alla lettera a , c poi si dispon- 
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ga l' operazione come precedentemente : 

16a4 — 40a 3 i -j- 25 a’fc 1 — 80ai/’c -f- 64-6 3 c J ( 4a’ — 5 ab -f- 8 bc 

-J~ 6 ka*bc J 

, — 16a4 ] 8a J — 5 ab 

{ 8a’ — l()ab-\~8bc 

1° resto — 40a 3 ò -f- 25 a’b 1 — 80aò a c -f- 646’c’ 

-J- &\a*bc 
-f- 40a 3 ò — 2oa’6’ 

2° resto 64a*6e — 80 ab’c -f- 646’c’ 

— 6ia 3 òc 80aò’c — 646’C* 



0 0 0 . 

Cii'i fatto , si estragga la radice quadrata dal primo ter- 
mine 16a4 , o si otterrà ha' pel primo termine della radice 
cercata ; se ne formi il quadrato, il quale si tolga dalia quantità 
proposta. 

Si raddoppii il primo termine della radice , e si scriva 
al di sotto il risultamento 8a a , pel quale si divida il termine 
— 40a 3 à col quale principia il primo resto; si avrà cosi — 5a& 
pel secondo termine della radice; si scriva questo termine al- 
lato ad 8o J , si moltiplichi il tutto per questo secondo termine, 
e si tolga il risultamento dal resto sul quale si sta operando. 

Di questa maniera è stato sottratto dalla quantità proposta 
il quadrato del binomio ka % — 5 ab; il secondo resto non contenen- 
do altro che il doppio prodotto di questo binomio pel terzo ter- 
mine della radice , ed il quadrato di questo termine , si rad- 
doppii la quantità ka 2 — 5 ab, il che darà 1’ espressione 

8a a — 10a& , 

la quale si scriva al di sotto di 8a* — 5 ab , e si prenda per 
divisore del secondo resto : il primo termine del quoziente , 
che è 8 bc , sarà il terzo termine della radice. 

Questo termine si scriva pure allato ad 8a’ — 10a6 , e si 
moltiplichi il tutto per questo termine ; si tolga il prodotto dal 
resto sul quale si opera , il quale resto si troverà interamente 
distrutto : la quantità proposta è dunque il quadrato di 

4a’ — 5a& -j- 8 bc. 

Egli è facile ora di estendere per quanto si vorrà l’ope- 
razione di cui abbiamo di 6opra ragionato , la quale è daltron- 
de perfettamente simile a quella che è stata prescritta pei 
numeri. 
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Della formazione delle potenze, e dell' et trazione 
delle loro radici. 

12G. L’operazione aritmetica dalla quale dipende la risoluzio- 
ne delle equazioni del secondo grado, e pel cui mezzo si ritorna 
dal quadrato alla quantità che l’ha formato, ossia alla radica 
quadrata , non è che un caso particolare di un’ altra operazio- 
ne più generale, la quale serve a trovare un numero di cui si co- 
nosca una potenza qualunque. Ben si comprende che questa ope- 
razione , la quale conduce ad un risultamento che si disegna 
pure col vocabolo radice, aggiuntavi però l’ indicazione del gra- 
do , essendo inversa di quella che serve a trovare la potenza, 
non può essere dedotta che dall'esame delle circostanze di que- 
st’ ultima , come avviene alla divisione in riguardo alla molti- 
plicazione , colle quali operazioni questo soggetto ha peraltro 
rapporti che si renderanno bentosto noti. 

Si perviene alle potenze dei numeri interi per mezzo del- 
la moltiplicazione (24) , ed è chiaro che quelle dei fratti si for- 
mano elevando il loro numeratore ed il loro denominatore alla 
potenza proposta (96). 

Reciprocamente la radice di una frazione , di qualunque 
grado essa sia , si ottiene prendendo quella del numeratore e 
quella del denominatore. 

L’uso dei simboli algebrici essendo comodissimo per espri- 
mere tutto ciò che riguarda la composizione e la scomposi- 
zione delle quantità , si procederà dapprima alla formazione delle 
potenze delle espressioni algebriche ; giacché riguardo a quelle 
dei numeri, ciò che si è detto nel n° 24, basterà per trovarle 
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Tavola delle 7 prime potenze dei numeri da 1 fato a 9. 



I 1 " 


1 


2 


3 


4 


S 


6 


■ 


8 


9 


2 a 


1 


4 


9 


16 


23 




49 


64 


81 


3 a 


1 


8 


27 


64 


125 


216 


343 




wm 


|4 a 


1 


16 


81 


256 


625 






4096 


6561 


j B a 


1 


32 


243 




3125 


7776 


16807 




■n 


]e a 


1 




729 




15025 


46656|ll7649 


262144 


831441; 


T 


1 


128 


2187 


16384 


781 25 j 279936 J823543 


2097152 


4782969^ 



Ho esposta qui questa tavola principalmente per dimo- 
strare con quanta rapidità s’accrescano le potenze dei numeri, a 
misura che diventano più elevate ; la quale osservazione è impor- 
tantissima in quello che segue. Si vede in fatti che la settima po- 
tenza di 2 è già 128 , c che quella di 9 monta sino a 4782969. 

Si concepisce facilmente da ciò , come le potenze dello fra- 
zioni propriamente dette decrescano rapidissimamente ; questo 
accade perchè le potenze del denominatore diventano grandi di 
più in più relativamente a quelle del numeratore. 

„ . 1 . , . 1 

La settima potenza di — per esempio, non è che , 

e quella dii è appena . 

127. Poiché nella formazione di un prodotto ciascuna let- 
tera deve avere per esponente la somma degli esponenti elio 
essa ha in ciascuno dei fattori (26) , ne segue che la potenza d'una 
quantità monomia si forma moltiplicando V esponente di ciascun 
fattore per l'esponente di questa potenza. 

La terza potenza di a a 6 3 c , per esempio , si otterrà mol- 
tiplicando .gli esponenti 2 , 3 ed i delle lettere a , b , c 
per 3 , esponente della potenza dimandata : si avrà « 6 ò 9 c 3 ; ed 
in fatti questa potenza è la stessa cosa che 

a j i 3 c X a’t’c X <r& 3 c = a ,,3 ii 3,3 c" 3 . 
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Se la quantità proposta avesse un coefficiente numerico , 
bisognerebbe elevare ancora questo coefficiente alla potenza pro- 
posta ; così la quarta potenza di 3 ab'c s è 



81a46 fl c 10 , 



perchè quella di 3 è 81. 

128. Riguardo ai segni da cui le quantità monomio pos- 
sono essere affette , bisogna osservare che tutte le potenze il 
cui esponente è pari , hanno il segno -f- , e che quelle il cui 
esponente è dispari , hanno lo stesso segno della quantità che le 
ha formate. 

Infatti le potenze di grado pari risultano dalla moJtipIi- 
cazionò d’ un numero pari di fattori; e i segni — , combinati 
a 2 a 2 nella moltiplica , danno sempre al prodotto il segno -j- 
(31). Al contrario , se il numero dei fattori ò dispari , il pro- 
dotto avrà il segno — quando i fattori ne saranno affetti , poiché 
questo prodotto risulterà dal prodotto di un numero pari di fattori, 
e per conseguenza positivo, moltiplicato. per un fattore negativo. 

129. Per ritornare dalla potenza alla quantità che l’ ha for- 
mata , o sia alla radice di lei , non si debbono che rinversare 
le regole date qui sopra ; cioè , dividere i esponente di ciascu- 
na lettera per quello che denota il grado della radice che si vuole 
estrarre. 

Si troverà di questa maniera la radice cubica , ovvero la 
radice di terzo grado , dell’ espressione « 6 6 9 c } , dividendo per 
3 gli esponenti 0 , 9 e 3 , il ehe darà 

a a 6 3 e. 

Allorché 1‘ espressione proposta ha un coefficiente nume- 
rico , bisognerà prendere la radice anche di questo , onde for- 
mare il coefficiente della quantità letterale che si ottieue con 
la regola precedente. 

Se si domandasse , per esempio , la radice quarta di 
81 alb*c 10 , si vedrebbe , mediante la tavola del n" 12ti , che 
81 è la quarta potenza di 3 ; e dividendo per k gli esponenti 
delle lettere , si avrebbe per risultainento 



3 afi’c 5 . 



Nel caso in cui la radice del coefficiente numerico non po- 
tesse trovarsi col mezzo della tavola citata , si estrarrà coi 
metodi che darò in appresso. 
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130. È evidente che l’estrazione delle radici non può ef- 
fettuarsi sulla parte letterale dei monomi , che quando ciascu- 
no degli esponenti è divisibile per quello della radice; nel caso 
contrario non si può che indicare 1’ operazione aritmetica che 
bisognerà fare , allorché si sostituiranno i numeri alle lettere. 

Si fa uso anche per quest’ oggetto del segno V ; ma per 
denotare il grado della radice , si inette l’ esponente come si 
vede qui sotto nelle espressioni 

3 S — 

Va , Va’, 

delle quali la prima rappresenta la radice cubica, ossia la radice 
di terzo grado , di a , e la seconda la radice quinta di a’. 

Le espressioni affette dal segno V , di qualunque grado 
siano, possono spesso rendersi più semplici facendo attenzione 
che , giusta il n° 127 , una potenza qualunque di un pro- 
dotto è formata dal prodotto della medesima potenza di ciascuno 
dei fattori , e che per conseguenza la radice qualunque d' un 
prodotto è formata dal prodotto delle radici dello stesso grado di 
ciascuno dei fattori di lui. Risulta da quest’ ultimo principio che 
se la quantità sottoposta al radicale ha fattori che siano potenze 
esatte dello stesso grado del radicale , si potranno separatamente 
prendere le radici di questi fattori , e moltiplicare il loro pro- 
dotto per la radice indicata degli altri fattori. 

già , per esempio , 



K%as ò 7 c'« ; 

si vede che 

96 = 32 X 3 = 2 5 .3, 

che a* è la quinta potenza di a , 

cho l>‘ — b s .b * , 

che c"=c“>.c: 

si ha per conseguenza 

96 a s bic" =z 2 5 a 5 b s c‘° X 3 b 2 c. 

Il primo fattore avendo per radice quinta la quantità 2 ale*. 
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ti troverà che 

i 5 

K9Go^Ì’c“ = 2 abc*V 36>c . 

131. Ogni potenza pari dovendo avere il segno -}- (128) , 
nessuna quantità affetta dal segno — può essere una potenza 
di grado pari , e per eonseguenza le quantità affette dal se- 
gno — nen possono avere radici di grado pari. Segue da ciò , 
che oijni radicate di grado pari , che comprende una quan- 
tità negativa , è un' espressione immaginaria : 




6 8 

V — ai, b-\-V^atf , 



sono espressioni immaginarie. 

Non si possono dunque assegnare , sia esattamente , sia 
per approssimazione , pei gradi di cui l’esponente è pari, che 
le radici delle quantità positive; e queste . radici possono essere 
affette indifferentemente dal segno -}- o dal segno — , perchè 
sì nell’ uno che nell’ altro caso esse riproducono egualmente la 
quantità proposta col segno + , e perchè s’ignora a quale delle 
due esse appartengano. 

Non è lo stesso pei gradi dispari , nei quali le potenze 
hanno l'istesso segno delle loro radici (128): si deve dare alle 
radici di questi gradi il segno dal quale la potenza è affetta ; ed 
in questo caso non si hanno espressioni immaginarie. 

132. E a proposito l’osservare, che l’applicazione della re- 
gola data nel n° 129 per l’estrazione delle radici dei monomi 
relativamente agli esponenti dei loro fattori, conduce naturalmen- 
te ad indicare con segni più comodi pel calcolo, che non è il 
segno V , le radici che non possono ottenersi algebricamente. 

Allorché si domanda , per esempio , la radice terza di a 5 , 
bisogna , secondo la regola citata , dividero l' esponente 5 per 
3 ; ma la divisione non potendo eseguirsi, conduce al numero 



frazionario — ; e la forma che prende allora 1’ esponente del 
o 



risultamento , indica che l’ estrazione della radice non è pos- 
sibile nello stato attuale della quantità proposta : si debbono 
dunque riguardare le due espressioni 






ed 



come equivalenti. 
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L' ultima espressione ha uun pertanto sulla prima il vantag- 

i 

gio di dare subito la semplieizzazione della quale la quantità V a 5 
è suscettibile ; poiché se si estraggono gl’ interi contenuti nella 

5 2 

frazione — , si ha 1 + -5- ; e riguardando questa somma co- 
3 3 

rno l’esponente di un prodotto (25), si riconosce che la quantità 



l + - 

a? — a * = a' X a? 



ò composta di due fattori, doi quali il primo è a , e 1’ altro ri- 
3 

duccsi a Va' . 

Si perverrebbe all’istcsso risultamento operando sull’espres- 
3 

sione V~a 5 col mezzo del n° 130, ma dall’esponente frazio- 
nario vi siamo condotti immediatamente : del resto in altre ope- 
razioni si avrà 1’ occasione di riconoscere i vantaggi degli espo- 
nenti frazionari , e di giustificarne 1’ uso. 

l’er ora basta osservare che la divisione degli esponenti , 
quando può eseguirsi , corrisponde all’ estrazione delle radici ; 
(piando poi è indicata , si deve riguardare come il simbolo del- 
la medesima operazione , e conchiuderne che le espressioni 

m 

n 
a 



n 

Va rn 



ed 



sono equivalenti. 

Ed ecco ancora che le convenzioni stabilite sulla maniera di 
esprimere le potenze conducono per analogia e per estensione 
a simboli speciali , in una guisa consimile a quella che nei 
n° 37 ne guidò all’espressione a°=l. 

133. Osservo in questa occasiono che la regola degli espo- 
nenti relativa alla divisione (36) , essendo applicata conforme- 
mente a quella dei segni relativa alla sottrazione (20) , inanoduce 
anch’ essa a nuove espressioni per una certa classe di frazioni. 

Infatti si ha da queste regole 



n 

a 
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Dia se 1’ esponente n del denominatore sorpassa l’ esponente m 
del numeratore , 1’ esponente della lettera a nel secondo mem- 
bro sarà negativo. 

Se , per esempio , m = 2 , n=3, si avrà 



a 1 i — j — i 

— — a — a < . 
a 5 

a» j 

ma d' altronde , semplicizzando la frazione — , si trova — : 

a 1 « 



le espressioni 



— ed 
a 



sono dunque equivalenti. 

In generale per la regola degli esponenti si lia 



in+n 



m — m — n n 

= a — a 



e d'altronde 



dunque le espressioni 

1 



a 

m + n 



ed 



sono equivalenti. 

In fatti il segno — che precede l’esponente n, essendo 
preso nel senso del n° G2 , mostra che 1’ esponente proposto 
viene da una frazione di cui il denominatore contiene n fattori a 

\_ 

di più del numeratore , il che equivale ad n ; si può dun- 
que , quando s' incontra una qualunque di queste espressioni , 
sostituirvi 1’ altra. 

«’ft 5 

In conseguenza di questa osservazione la quantità con- 
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sidcrata conio 



a'b' X — X 
c’ 



1 

' * 
ri* 



può essere posta sotto la forma 



a'l 5 c ’d *; 

cioè a dire , che tutti i fattori del denominatore possono essere 
trasportati al numeratore, apponendo il segno — ■ ai loro esponenti. 

Reciprocamente , allorché una quantità contiene fattori 
con esponenti negativi , questi si pongono nel denominatore , dan- 
do il segno -J- ai loro esponenti ; e quindi è che la quantità 

a''Jc~'d “ J 

ritorna ad ossere 



«’l 5 



Della formazione delle potenze delle quantità 
complesse. 

13V. Comincerò dall' osservare che le potenze delle quan- 
tità complesse s’ indicano inviluppando queste quantità in una 
parentesi , alla quale si appone l’esponente della potenza. 

L' espressione 

(fa*— 2ab+5b*)* , 

per esempio , dinota la terza potenza della quantità 
fa’ — 2 ah afc*. 

S’ indicherebbe ancora questa potenza corno qui sotto 



ha’ — 2 ab -f- ab* * 

133. Le quantità binomie sono le più semplici dopo le mo- 
nomie ; pur tuttavia se se ne volessero formare le potenze con le 
moltiplicazioni successive, non si perverrebbe in tal modo che 
a risultamenti particolari per ciascuna potenza , come lo sono 
per la seconda e per la terza quelli che ho fatti notare ne 
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n° 34 ; si formerebbe questa tavola : 

(a: -j- a) a = x* -j- 2 ax + a a , 

(x -}- a) 3 = x ì -}- 3ar 3 -f- da*x -f- a 3 , 

(x -j- «■)* = x* -f- 4aa: 3 4-6a 1 a: , -f- 4a 3 x ^ -et* , 

ec. ; 

ma non si comprenderebbe facilmente la legge dei coefficienti 
numerici di questi risultainenti. 

Riflettendo all' andamento della moltiplicazione , si cono- 
scerà che i coefficienti numerici nascono dalle riduzioni cagio- 
nate dall’ uguaglianza dei fattori che formano la potenza , e 
che impedendo queste riduzioni , la composizione dei prodotti 
si renderà più manifesta. 

Per ottenere questo vantaggio, basterà fare differenti tutti i 
secondi termini dei binomi che si moltiplicano , cioè basterà , 
per esempio , prendere 

x + a , a: + 6 , x -f- c , x + d , ec. 

Eseguendo le moltiplicazioni che or ora indicherò , e si- 
tuando in una medesima colonna i termini affetti dalla stessa 
potenza di x , sarà facile trovare che 

(x -j- a)(x -f- 6) = x 1 ax -f- ab , 

-j- bx 

(x -j- a)(x -|- b)[x -}- c) = x ì -f- ax 1 -f- abx -f- abe , 

-f- bx 1 -j- acx 
-f- ex * -f- bcx 

(a; a)[x b)[x -f- c)(a; -f- d) — x4-|- or 3 -j-ofor’ -\~abcx-\-abcd. 

-(- bxi -f- acx 1 -f - abdx 
+ ca: 3 -j- adx'-lf-acdx 
-(- da; 3 + bcx 1 -J- bedx 
-j- bdx * 
cdx >. 

Senza spingere più oltre questi prodotti , può già ravvi- 
sarsi la legge della loro formazione. 

Concependo che tutti i termini affetti dalla stessa potenza 
di x , e situati nella stessa colonna , non ne formino che un 

22 
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solo , come , per esempio , 

ax 3 + ^ + f ^ 3 -+• fte 3 = (« -{- i> -|- e -}- </}x 3 , 



e cosi degli altri , 

1° Si trova in ciascun prodotto un termine di piti che non 
sonori unità nel numero dei suoi fattori ; 

2° L'esponente di x nel primo termine è lo stesso che il 
numero dei fattori, e va diminuendo di un’unità da un termine 
al seguente ; 

3° La più alta potenza di x non ha per coefficiente che l’u- 
nità ; quella che la segue , ovvero clic ha un’ unità di meno nel 
suo esponente , è moltiplicata per la somma dei secondi termini 
dei binomi; quella che ha due unità di meno nel suo esponente, è 
moltiplicata per la somma dei diversi prodotti che si ottengono mol- 
tiplicando a due a due i secondi termini dei binomi ; quella che ha 
tre unità di meno nel suo esponente, è moltiplicata per la somma dei 
diversi prodotti che si ottengono moltiplicando a tre a tre i secondi 
termini dei binomi, e così di seguito ; infine nell'ultimo termine 
V esponente di x , essendo considerato come uguale a zero (37) , 
si trova composto del più alto esponente, diminuito di tante unità 
quante ve ne sono nel numero dei fattori, e questo termine con- 
tiene il prodotto di tutti i secondi termini dei binomi. 

Si Tede facilmente che la forma di questi prodotti dee 
restar sottomessa alla stessa legge , qualunque sia il numero 
dei fattori ; ciò non per tanto so ne può avere ancora una 
pruova più rigorosa dell’analogia. 

13G. In primo luogo è evidente che ogni prodotto di que- 
sta specie deve contenere le potenze successive di x, da quella 
clic ha per esponente il numero dei fattori che si sono moltiplica- 
ti , lino a quella che ha per esponente zero, l’er indicare general- 
mente il risultamcnto, si esprimerà questo numero con la lette- 
ra m ; le potenze successive di x saranno allora rappresen- 
tate da 



m m — ■ 

X , X 



X 



ec. ; 



si metteranno le lettere A, B , C , Y in luogo delle quan- 

tità che debbono moltiplicarle, a partire da x ; ma il nume- 
ro dei termini, il quale dipende dai valori particolari dati all’espo- 
nente m , restando indeterminato lino a che non si fissa que- 
sto esponente , non si possono scrivere che i primi c gli ulti- 
mi termini dell’ espressione , e s’ indicano con una serie di 
punti i termini intermedi che sono sottintesi. 
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Per tal modo la forinola 

x -f - Ax + Bx -{- Cx -{- F 

rappresenta il prodotto di un numero qualunque tn di fattori 
x + a , x +’> , . X + c , x + d , ec. 

Se questo prodotto si moltiplica per un nuovo fattore x — |- Z, 
verrà 

x m +' + Ax m +Bx m -'+Cx m - 

-f- lx n -\-lAx m -f -lBx m ~* -f-fF 

È evidente 1° che se A è la somma degli mi secondi ter- 
mini a , b , c , d , ec. , A l sarà quella di m -f- 1 sccon- 
condi termini a , b , c , d, ec., I, c che per conseguenza la 
composizione assegnata a questo coefficiente sarà vera pel pro- 
dotto del grado m + 1 , se essa è vera per quello del grado tn. 

2° Se B c la somma dei prodotti delle m quantità a , b, 
c , d , ec. prese a due a due , B -j- lA esprimerà quella dei 
prodotti di m -f- 1 quantità a , b , c , d, ec., I , prese ancora 
a due a due ; poiché A essendo la somma delle prime , lA 
sarà quella dei loro prodotti con la nuova quantità introdotta 
l ; dunque la composizione assegnata sarà vera pel grado tn -J- 1, 
se essa lo è pel grado m. 

3° Se C ò la somma dei prodotti delle tn quantità a , b, 
c, d, ec., prese a tre a tre , C-j-lB sarà quella dei prodotti 
di MI + 1 quantità a , b , c , d , ec., I , prese pure a tre a tre, 
poiché IB , per ciò clic precede, esprimerà la somma dei pro- 
dotti delle prime , prese a due a due , moltiplicate per la nuo- 
va quantità introdotta l : dunque la composizione assegnata sarà 
vera pel grado m -f- 1 , se essa ha luogo pel grado tn. 

Si vede che questa maniera di ragionare si estende a tutti 
i termini, e che l’ultimo IY sarà il prodotto degli m -f- 1 se- 
condi termini. 

Le osservazioni enunciate nel numero 133 essendo vere , 
per esempio , pel quarto grado , lo saranno , secondo ciò che 
si é dimostrato, pel quinto, pel sesto; ed elevandosi cosi di 
grado in grado , esse saranno provate in generale. 

#3cgue da ciò, che il prodotto di un numero qualunque m 
di fattori binomi x + a , x + >>, + c , x -j- d , ec. 

essendo rappresentato da 

x m +Ax l ~' + Bx m ~ 3 + Cx m ~ 3 + ec. , 

A sarà sempre la somma della mi lettere a , b , c , ec. , 
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B quella dei prodotti di queste quantità prese a due a due f 
C quella dei prodotti di queste quantità prese a tre a tre , e 
cosi di seguito. 

Per racchiudere la legge di questa espressione in un solo 
termine , ne considererò uno situato in un posto indetermina- 
to , e che , per questa ragione , rappresenterò con Nx 

Questo termine sarà il secondo , se si fa n = 1 ; il terzo 
se si fa n = 2 ; l’ undicesimo , se si fa n = 10 , ec. Nel pri- 
mo caso la lettera N sarà la somma delle m lettere a , b , 
c , ec. ; nel secondo , quella dei loro prodotti a due a due ; 
nel terzo, quella dei loro prodotti a dieci a dieci ; ed in gene- 
rale quella dei loro prodotti ad n ad n. 

137. Per cangiare i prodotti 



(a;-j-a)(a:+à) , (aj-l-a)(a-j-6)(^-f-c) , (a;-j-a)(a:-j-6)(ar-ff)(a:-j-(I), ec. 



nelle potenze di x -{- a , cioè , in 

, (x + a) 1 , (x + a) 4 , ec. 

basterà fare negli sviluppi di questi prodotti 

a — b , a ~ b ~ c , a = b ~ c = d , ec. 

Tutte le quantità che moltiplicano una medesima potenza 
di x , diverranno allora eguali tra loro : cosi il coefficiente del 
secondo termine , che nel prodotto 

( x -{- a)[x -j- b}(x -j- c)[x -f-d) è a-f-ò-j-c-{-d, 

si muterà in ka ; quello del terzo termine , che nello stesso 
prodotto è 



ab -f- ac -j~ ad -|- bc -f- bd -j- cd , 



diverrà 6a’ ; e da ciò è facile accorgersi che i coefficienti dello 
diverse potenze di x si cangeranno in una sola potenza di a , 
ripetuta tante volte quauti sono i termini , ed indicata dal nu- 



Digitized by Google 




DI ALGEBRA. 



173 



mero dei fattori contenuti da questi termini. Cosi il coeffi- 
ciente N, che moltiplica la potenza a/" - " nello sviluppo ge- 
nerale, sarà la potenza n di a , ovvero a n , ripetuta tante vol- 
te quanti sono i prodotti differenti che possono formarsi pren- 
dendo di tutte le maniere possibili un numero n di lettere so- 
pra un numero m ; alla ricerca dunque del numero di questi 
prodotti si è ridotta quella del coefficiente del termine affetto 
, m — n 

da x 

138. Per giungere allo scoprimento del numero di cui si 
tratta , bisogna in primo luogo distinguere le disposizioni ovve- 
ro permutazioni dai prodotti ovvero combinazioni. 

Due lettere a e b non danno che un solo prodotto, ma so- 
no suscettibili di due disposizioni ab e la ; tre lettere a, b, c, 
che non danno che un solo prodotto, sono suscettibili di sei di- 
sposizioni (88) , e così di seguito. 

Per fissare le idee , suppongo che si abbiano in tutto 9 
lettere 

a t b , c , d , a, f f j , A, * , 

e che sia questione di disporle a 7 a 7 ; ò evidente che sce- 
gliendo a piacimento una disposizione di 6ei di queste lettere, 
per esempio , abedef, vi si potrà successivamente aggiungere 
ciascuna delle tre rimanenti lettere g , h ed t , e si avranno 
in questo modo tre disposizioni di 7 lettere , cioè : 

abedefg , abedefh , dbedefi. 

Ciò che ora ho detto sopra una disposizione particolare 
di sei lettere , converrà egualmente a tutte le altre ; e se ne 
dovrà conchiudero che ciascuna disposizione di sei lettere ne 
darà tre di sette lettere , cioè , tante , quante sono lo lettere 
che non vi sono state adoperate. Dunque , se il numero dello 
disposizioni di sei lettere è rappresentato da P , si avrà quello 
delle disposizioni di sette lettere moltiplicando P per 3 ovvero 
per 9 — 6. Surrogando m ed n ai numeri 9 e 7 , e ri- 
guardando P come il numero delle disposizioni di cui sono su- 
scettibili tn lettere prese ad n — 1 per volta , il ragionamento 
rimarrà lo stesso , e si avrà ancora pel numero delle dispo- 
sizioni composte da n lettere 

P[m — (n — 1)], ossia P[m — n -f- 1 ). 
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Questa forinola racchiude implicitamente tutti i casi parti- 
colari. l*er dedurne, a cagion d’esempio, il numero delle disposi- 
zioni di m lettere prese a due a due , si farà n — 2 , il che darà 



si avrà inoltro 



n — 1=1 ; 
P= m , 



poiché P eguaglierà allora il numero delle lettere prese ad una 
ad una : da (meste considerazioni risulterà dunque 

m[m — 2 — |- 1) ovvero m[m — 1). 

Facendo in seguito 

P= m[m — 1) , ed n = 3 , 

si troverà pel numero delle disposizioni di cui sono suscettibili 
ni lettere prese a 3 a 3 , 

m(nt — l)(m — 3 -j- 1) = m (m — l)(m — 2). 

Facendo 

P=m(m — l)(m — 2), ed n = 4 , 

si otterrà 

tn(m — l)(m — 2)(m — 3) 

pel numero delle disposizioni di in lettere prese a 4 a *• 
È pr.ìccdcndo allo stesso modo si calmieranti) di mano in 
mano le espressioni del numero delle disposizioni formate da 
quante lettere si vorrà ('). 

(‘) In queste disposizioni si sono escluse le ripetizioni della 
stessa lettera , coinè cose estranee alla ricerca clic ci occupa ; ma la 
teoria delle permutazioni e delle combinazioni servendo di base al 
Calcolo delle probabilità | presenta alcune quislioni ove questa circo- 
stanza può aver luogo. Per calcolarne bettolio, nell’esempio di cui 
mi son servito , basterà osservare clic può scriversi indiircrenlcmenle 
ciascuna delle 'J lettere a, b, e, d, e, f, g , li, i, appresso al pro- 
dotto abedef di sei lettere. Chiamando dunque P il numero delle di- 
sposizioni di questa specie , si avrà /’X'J pel numero delle disposi- 
zioni di 7 lettere. Per la stessa ragione , se P rappresenta il numero 
delle disposizioni di m lettere prese ad ’t» — 1 ad « — 1 , quello delle di- 
sposizioni ad » ad n sarà Pm. 

Ciò posto, il numero delle disposizioni di m lettere prese ad 1 
ad 1 essendo evidentemente in, quello delle disposizioni a 2 a 2 sarà 
mxm, ovvero m‘; quello delle disposizioni a 3 a 3 sarà , 

Olierò »n> ; ed in lìpc m" esprimerà il numero delle disposizioni ad 
li ad n. 
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139. Per passare adesso dal numero delle disposizioni di 
w lettere a quello dei prodotti differenti , è necessario cono- 
scere il numero delle disposizioni di cui uno stesso prodotto è 
suscettibile. A tal uopo si osserverà , clic se in una qualun- 
que di queste disposizioni si stabilisce una delle lettere al pri- 
mo posto , tra tutte le altre si potranno fare tante permuta- 
zioni , quante ne comporta un prodotto di n — 1 lettere. Prendo 
per esempio il prodotto abedefg composto di 7 lettere; la- 
sciando a nel primo posto , si può scrivere questo prodotto in 
tanti modi diversi , quante sono le disposizioni del prodotto 
delle sei lettere bcilcfg ; ma ciascuna lettera del prodotto pro- 
posto può essere scritta nel primo posto: dunque, chiamando 
Q il numero delle disposizioni di cui è suscettibile un prodotto 
di 6 lettere, si avrà QX 7 per quello delle disposizioni d' un 
prodotto composto di 7 lettere. Da ciò segue che, rappresen- 
tando con Q il numero delle disposizioni date da un prodotto 
di n — 1 lettere , Qn denoterà il numero dello disposizioni di 
un prodotto di n lettere. 

Tutti i casi particolari si deducono senza pena da questa 
formola ; poiché , facendo n = 2 , ed osservando che quand .0 
non v’ ha che una sola lettera , Q = i , emerge 1X2 = 2 
pel numero delle disposizioni d’un prodotto di due lettere'; 
prendendo in seguito <2 = 1 X 2 , ed n = 3 , si avrà 1X2 
X 3 = fi pel numero delle disposizioni d’ un prodotto di 3 let- 
tere ; facendo inoltre Q = 1 X 2 X 3 , ed n — k , ne risul- 
teranno 1 X 2 X 3 X 4 i ovvero 24 disposizioni possibili in 
un prodotto di 4 lotterò , e così di seguito. 

140. Essendo stato ben compreso ciò che precede, è facile 
vedere che dividendo il numero totale delle disposizioni di n let- 
tere , dato dalle in lettere proposte , pel numero delle di- 
sposizioni di cui è suscettibile uno stesso prodotto , si avrà per 
quoziente il numero dei prodotti differenti che si possono for- 
mare prendendo di tutte lo maniere possibili » fattori tra 
queste in lettere. Detto numero sarà dunque espresso da 



*(” — H + l) 

Qn 1 1 



o secondo ciò che si è dimostrato nel nu- 



O È a proposito 1' osservare che facendovi successivamente 
n = 2, n = 3, n = 4 , ec. , 

P(m — n + 1) 

la formola — diventa 

f>» 

m'm — 1) m(m — l)(»n — 2) m(m — l)(nt — 2 )(m — 3) 

i . 2 ’ i . 2 . 3 ’ rTTTTTlk 
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mero 137 , 



P[m — n 1) 



n m — n 
a x 



sarà il termine affetto da 



x m n nello sviluppo di ( x + a) m • 

È evidente frattanto che il termine che precede quest’ul- 
timo , sarà espresso da — a” x m ; poiché risalendo 

verso il primo termine , l’ esponente di x aumenta di un’ uni- 
tà , e quello di a diminuisce d’ altrettanto ; di più P e Q sono 
le quantità relative al numero n — * 1. 

141. Se si fa — =M, i due termini consecutivi teste in- 
dicati diverranno 



Ma 



m — n+1 
X 



ed 






risultamenti che mostrano come ciaschedun termine dello svi- 
luppo di (a: + a) m si formi da quello che lo precede. 

Partendo dal primo termine , che è x m , si perviene al 

secondo facendo « = 1 ; si ha pure M = 1 , poiché x m 
non ha per coefficiente che l’ unità ; il secondo termine 

, 1 X ^ m— ■ m m — » 

sarà dunque — - — ax , ovvero — ax 



Per passare al terzo termine , si farà M— ed n—2 , il che 
, m(m — 1) m 

darà -, — — a'x" . Il quarto si ottieue con la suppo- 

1 • ài 

sizione di M — — — — —■ e di n = 3 , la quale conduce 

m(tn — l)(m — 2) m _ 3 . 

ad - — - — a ì x , e cosi di seguito , il che prò- 

1 • 2 • o 



numeri che esprimono rispettivamente quante combinazioni possono 
farsi con un numero qualunque m di cose, prendendole a due a due , 
o a tre a tre, o a quattro a quattro, ec. 



Digitized by Google 




DI * L 0 E 11 111. 



177 



duce la forinola 



(* + «) 



in 



> 77 1 » » ,, 

z=. x + 



m[m — 1) 



+ 



1 



■<px 



tn — » 



m(m — !)(*» —21^^-? 



1.2.3 



+ ec. , 



la quale tradotta in linguaggio ordinario , dà luogo alla rego- 
la seguente : 

Per passare da un termine a quello che lo segue , si mol- 
tiplichi il coefficiente numerico per i esponente di x nel primo ; 
si divida pel numero che dinota il posto di questo termine ; si 
aumenti di un' unità V esponente di a , e si diminuisca d' al- 
trettanto quello di x. 

Quantunque non possa fissarsi il numero dei termini di questa 
formola se non che assegnando un valore particolare ad m , 
pure non dee ora restare alcun dubbio sulla legge seguita dai di 
lei termini , per quanto lontani si suppongano dal primo ; o si 
vede che 



ni [m — l)(m — 2) 
1.2.3 



a x 

. n 



esprime il termine che ne ha n avanti di sè. 

Quest’ uitima formola si chiama il termine generale della seria 

* +jax m + ■ t V a” 1 -’ + ec. , 



perchè facendo successivamente 

n = 1 , n = 2 , » = 3 , ec. , 



essa dà tutti i termini di questa serie. 

Ii2. Applichiamo ora la regola del numero preaedente 
alla formazione dello sviluppo di ( x -f- a)*- Il primo termine 
essendo 

a: 5 o sia a n x> (37) , 

il secondo sarà 

5 

— a'xi ovvero Sox't , 

23 
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5Xì 

2 



a J x J ovvero lOu’x 3 , 



il quarto 



il quinto 



Ì2_^-?a’x* cioè lOd'x’, 
3 



vale a dire 5a4x , 



il sesto 



5 X 1 



o 5 x° ossia 



a 5 . 



Lo sviluppo si arresta qui , poiché per passare al termine 
seguente , bisognerebbe moltiplicare per l’ esponente di x nel 
sesto termine : ora questo esponente è zero. 

La medesima conseguenza pure si sarebbe ricavata dalla 
forinola ; giacché il settimo termine avendo per coefficiente nu- 
merico 



tn(m — l)(m — 2)(m — 3)(m — 4)(m — 5) 
“ 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 



contiene nel caso attuale il fattore m — 5, che diventa 5 — 5 
ossia zero ; e questo medesimo fattore entrando nei termini 
che vengono appresso , li rende tutti nulli. 

Riunendo intanto i termini precedentemente ottenuti, emerge 

(x -f- a) 5 = x 5 -f- 5 ax4 IOa’x 3 -j- 10« 3 x’ -j- 5a4x -f- a s . 

143. Si dedurrebbe in generale dalla formola del numero 
141 lo sviluppo di una’potenza qualunque di un binomio qual- 
sivoglia. Se si avesse , per esempio , a formare la sesta po- 
tenza di 2x 3 — 5a 3 , basterebbe sostituire nella formola alle 
potenze di x e di a quelle di 2x 3 e di — 5a 3 rispettivamen- 
te ; poiché se si facesse 

2x 3 = x' c — 5a* =3 a' , 
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si avrebbe 



(•Ir 1 — Sa 5 ) 6 = [x< + a'f = *'« + Ga'o)' 1 + 15a'*x'4 

4-20a' 3 tf' } + 15a'4.r'» 

+ 6 a' 2 x> + a' 6 (HI) , 

e non resterebbe che a sostituire in luogo di x' e di a' le 
quantità da queste lettere rappresentate. Si troverebbe 

(2*3) fi -f- 6( — 5a 3 ) (2**)*+15(— 5a 3 ) 5 (2**)« 

-f 20( — 5a J ) J (2« 1 ) 1 + 15 (— Sa 1 ) 4 (2x 3 )’ 

+ 6(— 5a 3 j 5 (2 j? 3 ) + (— 5a J ) tì , 

ovvero •' 



64-a?* 8 — 960a 3 a: ,s -f- 6000 a 6 x tl 

— 20000aV> -{^7500 a”* 6 

— 37500a ,1 « 1 V 1^25 a- s. 

I termini di questo sviluppo sono alternativamente posi- 
tivi e negativi ; ed è manifesto che avverrà sempre lo stesso , 
tutte le volte che il secondo termine del binomio proposto avrà 
il segno — . 

144. Si suol preparare la forinola del numero ili di una 
maniera che ne faciliti 1’ applicazione nei casi analoghi al pre- 
cedente. 

Osservando che 



m— I x " m— a jm — » X" 

x =■ — , x = — , x — — - , ec., 

x 2 



c 2 

x ì 



essa può venire scritta cosi 



m . *» a i» . m(m — l) a’ m , 

x 4 - * 4 - -4 — -x 4 - ec. , 

1 1 x 1 1 . 2 x 2 1 
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il cho si riduce ad 



m ) . , ma . m(m — 1) tr 
( T 1 1.2 x» 

,nl m — 1)(m — 2) ) 

+ 1.2.3 * 3 + ‘ ^ ’ 



isolando il fattore comune x m . Per calcolare col mezzo di que- 
sta formola , bisognerà formare la serie dei numeri 




moltiplicar* in principio il primo per la frazione — , poi il 

a 

risultamcnto pel secondo , ed anche per la frazione — , poi an- 

a 

cora il risanamento pél terzo , e per la frazione ~ , e cosi di 

seguito ; riunire tutti questi termini , aggiungere l’unità , ed in 

fine moltiplicare il tutto pel fattore x m . 

Nell' esempio (2x J — 5 a 3 ) 6 bisogna scrivere (2x 3 )* in luo- 
go di x m , e — — — in vece di — . Lascerò al lettore la cura 
2x 3 x 

di effettuare il calcolo (*). 

145. Si riduce facilmente lo sviluppo di una potenza d’ un 
polinomio qualunque a quello delle potenze del binomio, conia 
dimostrerò formando la terza potenza del trinomio a -j- b -J- c. 
Fo dapprima ò -f- c = m , ed ottengo 

[a -f- 6 -j- c) 3 = [a -f- m) 3 = a 3 -(- 3 a 3 m 3am> -j- m 3 ; 

mettendo in seguito per n» il binomio fc + c da essa rappre- 



(*) La formola dello sviluppo di fx+o) m conviene a tolti i valori 
dell’esponente m ,. e si applica egualmente al caso in cui quest’espo- 
nente fosse frazionario, o negativo. Questa proprietà, che è importan- 
tissima , è dimostrata nel Complemento di questo Trattato. 
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tentato , avrò 

(« + ò + cfsii ! + 3 a‘(b + c) -f 3a(6 + c)> -f- (6 + c)?. 

Non resta ora che a sviluppare le potenze del binomio 
fc -f- c , e ad eseguire sopra questo potenze le moltiplicazioni 
indicate , il che darà 

a 3 -j- 3a‘b -f- S ab 3 -J- ò 3 
+ 3a’c 6a6c -j- 36’c 
+ 3ac* -j- 3 bc 2 
+ c\ 



Dell’ estrazione delle radici dalle quantità complesse. 

146. Avendo esposta la composizione delle potenze delle 
quautità complesse , passo ora a trattare dell’estrazione delle 
loro radici , cominciando dalla radico cubica dei numeri. 

Per eseguire l’estrazione della radice cubica dei numeri , bi- 
sogna prima d’ ogn’ altro conoscere i cubi dei numeri d’ una 
sola cifra ; questi si troveranno nella seconda linea della se- 
guente tavola : 

123456789 

1 8 27 64 125 216 343 512 729 ; 

e siccome 1000 è il cubo di 10 , cosi è manifesto che qua- 
lunque numero di tre cifre non contiene che il cubo d’un nu- 
mero di una sola cifra. 

La formazione del cubo d’ un numero di due cifre si ef- 
fettua d’ una maniera analoga a quella del quadrato ; poiché 
scomponendo questo numero in decine ed unità, e poscia de- 
notando le prime con a e le seconde con b , risulta 

(a -f- 6) 3 = a 3 -f 3a’6 + 3 ab’ -f- 6 3 , 

il che mostra che il cubo , o sia la terza potenza d un numero 
composto di decine e di unità , contiene quattro parti , cioè : il 
cubo delle decine , tre volte il quadrato delle decine moltiplicato 
per le unità , tre volte le decine moltiplicate pel quadrato delle 
unità , ed in fine il cubo delle unità. 

Sia 47 il numero di cui si cerca la terza potenza ; facon- ' 
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du a=4 deciue , ovvero 10 , e b = 7 unità , si troverà 
a 5 = 61000 
3a’& = 33600 
3 ab’= 5880 
b 3 = 313 

Totale 103823 = 47 X 17 X M. 

Per ritornare presentemente dal cubo 103823 alla sua radi- 
ce 17, si osserverà dapprima che 61000, cubo delle 1 decine, non 
ha cifre significative d’un ordine inferiore alle migliaia; si può 
dunque , nella ricerca del cubo delle decine , fare astrazione 
dalle centinaia , dalle decine e dalle unità del numero 103823. 
Dopo queste considerazioni , disponendo l’ operazione come 
per l’estrazione della radice quadrata , si separeranno le 
tro prime cifre sulla dritta con una virgola ; allora il massimo 
cubo contenuto in 103 sarà quello delle decine. 103,823 17 
Si vedrà poi mediante la tavola precedente che 61 

questo cubo è 61 , di cui la radice è 1 ; si porrà 

dunque 1 nel luogo assegnato alla radice. Si to- 398,23 
glierà in seguito 61 da 103 , ed a fianco al resto 39 si ab- 
basseranno le tre ultime cifre. 

Il resto totale 39823 conterrà ancora tre parti del cubo, 
cioè , tre volte il quadrato delle decine moltiplicato per le uni- 
tà , ovvero 3a’ò , tre volte le decine moltiplicate pel quadrato 
delle unità , ovvero 3 ab’ , ed il cubo dello unità , o sia b 3 . 

So si avesse il valore del prodotto 3a*b , siccome già si cono- 
scono le decine a , dividendo questo prodotto per 3o’ , si ot- 
terrebbero le unità b ; ma quantunque non conoscasi 3 a*b , si sa 
non pertanto che questo prodotto non deve avere alcuna ci- 
fra significativa di un ordine inferiore alle centinaia , poiché 
esso contiene il fattore a 1 che esprime il quadrato delle de- 
cine : tal prodotto non può dunque trovarsi che nella parte 
398 che resta del numero 39823 , dopo di averne separate 
lo decine e le unità , parte che contiene in oltre le centinaia 
che provengono dal prodotto 3 ab 1 delle decine pel quadrato . 
delle unità , e dal cubo b 3 delle unità. 

Dividendo 398 per 18, che esprime , nell’ esempio propo- 
sto , il triplo quadrato delle decine 3« a , ovvero 3X16 , si 
troverà per quoziente 8 ; ma ciò che precede dimostra che 
non deve adottarsi questa cifra per le unità della radice cer- 
cata senza averla prima verificata, e ciò si fa formando le tro 
parti del cubo che deggiono esser contenute nel resto 39823. 
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Facendo 6 = 8, si trova 

3a’6 = 38400 
3 o6* = 7680 
6» = 512 



Totale . . . , . 46592 ; 

e questo risultamento sorpassando 39823, fa vedere che bisogna 
diminuire il numero 8 preso per le unità. Saggiando 7 della 
stessa maniera, si vedrà che esso soddisfa alle condizioni, e che 
per conseguenza 47 è la radice dimandata. 

In vece di fare la verificazione che ho adoperata, si pre- 
ferisce d’ ordinario di elevare immediatamente a cubo il nu- 
mero che è espresso dalle due cifre trovate , moltiplicandolo 
pel suo quadrato. Operando in questa maniera sopra 48 , si 
troverà 



48 X 48 X 48 = 110592 , 

e questo numero essendo più grande del proposto 103823, mo- 
stra pure che la cifra 8 è troppo grande. 

147. Ciò che si è praticato nel preceilento esempio devo 
eseguirsi sopra tutti i numeri espressi da più di tre cifre , e 
meno di 7. Avendo separate le tre prime verso la dritta, si cerche- 
rà il massimo cubo contenuto nella parte che resta a sinistra; 
si porterà la sua radice al luogo che l’ è destinato ; si toglierà 
questo cubo dalla parte del numero proposto sulla quale si è 
operato ; a fianco al resto si abbasseranno le tre ultimo cifre; 
si separeranno le decine e le unità , e si dividerà ciò che re- 
sta a sinistra pel triplo del quadrato delle decine trovate; ma 
prima di scrivere il quoziente alla radice , lo si verificherà , 
elevando a cubo il numero espresso da questa cifra unita alle 
decine cognite. Se il risultamento di questa operazione sarà troppo 
grande , si diminuirà la cifra delle unità ; si procederà ad una 
nuova verificazione , e cosi di seguito , fino a che si troverà 
un risultamento uguale al numero proposto , o più piccolo di 
questo numero , se desso non è un cubo perfetto. In questo 
caso la radice trovata non è che quella del massimo cubo con- 
tenuto in esso. Siccome si hanno spesso residui molto alti, ecco 
come potrà conoscersi se la cifra delle unità sia troppo piccola. 

Il cubo di a + 6, allorché si fa 6=1, diventa quello 
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di a -f- i , od ha per espressione 

a 3 + 3<z> + 3« -f- 1 . 

quantità che sorpassa a 3 , cubo di a , di 
3fl 7 -j- 3 a -J- 1. 

Segue da ciò, che fino a quando il resto di una estrazione di ra- 
dice cubica sarà minore di tre volte il quadrato della radice, più 
tre volte la radice , più i unità , questa radice non sarà troppo 
piccola. 

14-9. Per estrarre la radice da 103823817 , si osserverà 
dapprima che , qualunque sia il numero delle cifro di questa 
* radice , se essa si decompone in unità e decine , il cubo di 
queste ultime non potrà far parte delle tre ultime cifre verso 
la dritta , e dovrà per conseguenza trovarsi in 103823. Ma 
il massimo cubo contenuto in 103823 avrà più d’ una cifra al- 
la sua radice , la quale potrà per conseguenza scomporsi in 
unità e decine; ed il cubo di queste decine non discendendo al 
disotto delle migliaia, non potrà far parto delle tre ultime ci- 
fre 823. Se, dopo la separazione di queste cifro, restassero an- 
cora più di tre cifre sulla sinistra , si ripeterebbe il ragiona- 
mento precedente , e si perverrebbe cosi a notare il luogo del 
cubo delle unità dell’ordine il più elevato della radice cercata, 
dividendo il numero proposto in membri, ovvero classi, di tre 
cifre, andando da dritta a sinistra, l’ultimo potendo contenerne 
meno di tre. 

Ciò posto , dopo di aver preparata T operazione secondo 
il solito , si cercherà primieramente con la regola del numero 
precedente la radice cubica dei due primi 105,8 23,817 473 
membri a sinistra, e si troverà 47 per ri- 64 
sultamento ; si toglierà il cubo di questo , 

numero dai due membri che lo contengo- 5'S 6627 

no ; a fianco al resto 2000 si abbasserà 103 8 li 
il membro seguente 817 , ed il numero % q 008 17 
2000817 deve racchiudere le tre ultime jqm g yq 

parti del cubo d’ un numero di cui 47 

esprime le decine , e di cui si cercano 000 0 000 00 
le unità: si troveranno dunque queste unità , come nell'esem- 
pio del numero citato , separando lo due ultime cifre sulla 
dritta del resto , o dividendo la parte a sinistra per 6627 , 
triplo del quadrato di 47. Si verificherà il quoziente 3 elevando 
473 a cubo, e si troverà per risultamento precisamente il nu- 
mero proposto , perchè questo numero è un cubo perfetto. 
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La spiegazione dell* esempio esaminato qui sopra può tener 
luogo di regola generale. Se il numero proposto avesse una 
classe di più , si continuerebbe l’ operazione come si è fatto 
per la terza ; e non bisognerebbe dimenticarsi di mettere un zero 
alla radice , se il numero a dividersi sulla sinistra del resto 
non contenesse quello pel quale bisogna dividerlo : si abbas- 
serebbe allora la classe seguente , e si opererebbe su di que- 
sta classe riunita al resto , come sulle precedenti. 

14-9. Poiché il cubo di una frazione si ottiene moltiplicando 
questa frazione pel di lei quadrato , o , ciò che torna lo stesso, 
cubando il suo numeratore e cubando il suo denominatore , no 
segue che si ricatterà sulla radice , prendendo quella del nuovo 



numeratore e quella del nuovo denominatore. 11 cubo di —, per 
125 

esempio, è ; prendendo la radice cubica di 125 e quella 
21b 



di 216 , si ritrova — . 

0 

Questo è il metodo che bisogna seguire allorché il nume- 
ratore ed il denominatore sono tutti e due cubi perfetti : ma 
quando ciò non ha luogo , si risparmia di estrarre la radice 
dal denominatore , moltiplicando pel suo quadrato i due ter- 
mini della frazione proposta ; poiché il denominatore risul- 
tante da questa operazione viene ad essere il cubo del deno- 
minatore primitivo , e non resta a prendere che la radice 

3 

del numeratore. Se si avesse , a cagion d’ esempio , — , molti- 

5 

plicando i due termini di questa frazione per 25 , quadrato del 
denominatore , si avrebbe 



75 

5~>T5l<5 ’ 

la radice del denominatore è 5 : quanto a quella di 75 , si 

k 

trova che essa cado tra 4 e 5. Limitandosi a 4, si avrà — per 

5 

3 

la radice cubica di -g- , a meno d’ un quinto circa. Per avere 
5 

24 



Digitized by Google 




186 



ELEMENTI 



una maggiore esattezza , bisognerà estrarre la radico appros- 
simala da 75 Coi metodi che indicherò qui appresso. 

Allorché il denominatore sarà già un quadrato perfetto , 
basterà moltiplicare i duo termini della frazione per la radice 
quadrata del denominatore. Cosi , per trovare la radice cubi- 



ca di — , 
9 



moltiplico i due termini per 3 , radice quadrata di 9, 



ed ottengo 



12 

jT X 3 X 3 ’ 



prendendo la radice del cubo massimo 8 contenuto in 12, vie- 
2 

ne — per la radice cercata , a meno d’ un terzo. 

u 



150. Da quanto è stato dimostrato nei n ri 97, 98 e 126 
segue che le potenze delle frazioni irriducibili sono frazioni 
pure irriducibili , e clic per conseguenza la radice cubica di 
un numero che non è cubo perfetto , non può esprimersi esat- 
tamente con alcuna frazione , per quanto grande sia il suo deno- 
minatore : essa è dunque una quantità irrazionale , ma di una 
specie differente dalla radice quadrata ; poiché il più delle vol- 
te è impossibile di esprimere 1’ una per mezzo dell’altra. 

151. Si potrebbe ottenere la radice cubica approssimata 
per mezzo delle frazioni ordinarie , servendosi d’ un procedi- 
mento analogo a quello che ho fatto conoscere nel n° 103 sulla 
radice quadrata , e troppo facile ad immaginarsi ; per cui pas- 
so oltre , tanto più che si è conosciuto che riuscirebbe poco 
comodo. 

La miglior maniera di adoperare le frazioni ordinarie per 
questa ricerca consiste nell’ estrarre la radice infrazioni d'una 
specie data. Affine di conseguire , per esempio , la radice cu- 
bica di 22, a meno d’un quinto d’unità, si osserverà che il cubo 



1 1 2750 

di — è rrn: , e si ridurrà per conseguenza 22 in — — : la ra- 
5 12a 12o 

14 

dice di 2750, essendo presa in numero intero , si avrà — , ov- 
V 

vero 2 — , per quella di 22. 

•5 



152. Il mezzo che è più .in uso onde estrarre per appros- 
simazione la radice cubica (f£ r un numero , consiste nel con- 
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vertire^ questo numero in frazione decimale , osservando però 
che ciò non può essere che in millesimi, o in milionesimi, ec., 
perchè i decimi divengono millesimi allorché si elevano a terza 
potenza , i centesimi si cangiano in milionesimi , ed in gene- 
rale il numero delle cifre decimali che si trovano nel cubo è 
triplo di quello delle cifre decimali contenute nella radice. Biso- 
gna conchiudere da ciò , che conviene mettere appresso al nu- 
mero proposto tanti zeri , quanto è il triplo de’decimali che si 
vogliono nella di lui radice. Si estrarrà in seguito la radice con 
le regole date precedentemente, e si separerà nel risultamento 
il domandato numero di cifro decimali. 

Se si volesse avere, per esempio, la radice cubica di 327, 
a meno d’ un centesimo circa , si scriverebbero sei zeri ap- 
presso a questo numero , e si estrarrebbe , secondo la data, 
regola , la radice da 327000000. Eccone 1’ operazione : 



327,000,000 

216 




108 

1110,00 13872 

3144 32 



12 5680,00 
325 6606 72 



1 339 328 



Si separerebbero in seguito due cifre decimali sulla dritta 
del risultamento , e si avrebbe 6,88 ; ma sarà meglio pren- 
dere 6,89 , perchè il cubo di quest’ ultimo numero , benché 
maggiore di 327, vi si approssima più di quello di 6.88. 

Se il numero proposto contenesse già decimali , prima di 
cominciare l’ estrazione della radice , bisognerebbe mettere 
alla sua dritta quanti zeri sarebbero necessari per rendere il 
numero delle cifre decimali multiplo di 3. Sìa , per esempio, 
0,07 ; si scriverà 0,070 : prendendo la radice di 70 millesimi, 
si troverà 0,4. Per spingere 1’ esattezza tino ai centesimi , 
bisognerebbe mettere altri tre zeri di più , ciò che farebbe 
0,070000. La radice di 70000, estratta in numeri interi, es- 
sendo 41 , quella di 0,07 , a meno d’ un centesimo circa , 
sarebbe 0,41. 

153. Dopo di aver somministrati i mezzi per estrarre la ra- 
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dice quadrata e la radice cubica dai numeri , la forinola del 
binomio conduce ad un andamento analogo per ottenere la ra» 
dice d' un grado qualunque ; ma prima di esporre questo an- 
damento , farò alcune osservazioni sulla estrazione delle radici 
l’ esponente delle quali è un numero che ha divisori. 

L’ estrazione della radice quarta può effettuarsi col mezzo 
di due estrazioni successive della radice quadrata; poiché pren- 
dendo prima la radice quadrata di una quarta potenza, di a4 , 
per esempio , si cade sul quadrato , ovvero o 2 , risultamento 
di cui la radice quadrata è a , o sia la quantità cercata. 

Si vedrà delia stessa maniera che tre estrazioni successive 
della radice quadrata equivalgono all’ estrazione della radice ot- 
tava , poiché la radice quadrata di « 8 è o4 , quella di è a 1 , 
ed in line quella di a a è a. 

Egli è evidente che di questa maniera ogni radice d’un 
grado indicato da qualcheduno dei numeri 2,4,8,16,32 , ec. , 
cioè a dire da una potenza di 2 , si otterrà con una serie di 
estrazioni della radice quadrata. 

Le radici i cui esponenti non sono numeri primi , pos- 
sono ridursi ad altre d’ un grado meno elevato ; la radice se- 
sta , per esempio , si otterrà con una estrazione della radice 
quadrata seguita da un’ estrazione della radice cubica. Per con- 
vincersene , basta osservare che operando cosi sopra di a 6 , si 
trova dapprima o a , e poi a: si potrebbe ancora prendere pri- 
ma la radice cubica , il che darehbe o J , indi la radice qua- 
drata , e si avrebbe a. 

154. Passo ora al metodo generale , cho applicherò al 
quinto grado, 11 suo andamento potrà più facilmente compren- 
dersi sopra un caso particolare ; e paragonandolo a quelli che 
ho già dati per l' estrazione della radice quadrata e per quella 
della radice cubica , si vedrà senza pena come bisogna operare 
per un grado qualunque. 

Sia intanto da estrarsi la radice quinta da 231554007, 
Osservo in primo luogo che il più piccolo numero di 2 citre, 
cioè a dire 10, ne ha sei alla sua quinta potenza, che è 100000, 
e ne conchiudo che la radice quinta del numero proposto ha 
almeno due cifre : potrò dunque rappresentare questa radico 
con a + b, a essendo le decine e b le unità ; ed il numero pro- 
posto avrà per espressione 

[a -f- è) 5 =r a 5 + 5 aib -f- IOaV -j- ec. 

Non sviluppo lutti i termini di questa potenza , perchè ba- 
sta conoscere la composizione dei due primi , come si vedrà 
or ora. 
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Ciò posto , egli è evidente che o 5 , ossia la quinta potenza 
delle decine di questa radice , non potendo discendere al di sotto 
delle centinaia di migliaia , non fa parte delle cinque prime ci- 
fre a dritta : separo adunque queste cinque cifre. Se ne re- 
stassero più di cinque a sinistra , farei riguardo a queste lo 
stesso ragionamento di poc’ anzi , e scompartirei cosi il numero 
proposto in membri di cinque cifre , andando da dritta a sini- 
stra ; 1’ ultimo di questi membri verso la sinistra conterrà la 
quinta potenza delle unità dell' ordine il più elevato che sia 
nella radice. 

Formando le quinte potenze dei nu- 2315,54007 17 

meri d’ una sola cifra, riconosco che 2315 1021 

cade tra la quinta potenza di 1 , che ò » 

1021 , e quella di 5 , che è 3125. 1291 5,1007 1280 

Prendo dunque 1 per le decine della radice cercata ; e to- 
gliendo la quinta potenza di questo numero , ovvero 1021 , dal 
primo membro del numero proposto, ho di resto 1291 , a fianco 
al quale abbasso il membro seguente. 11 numero che ne risulta 
dee contenere i termini 5a4b -j- 10a 3 ò J -f- ec. che restano di 
(a -(- 6) 5 , dopo che se n’è tolto a 3 ; ma il più elevato di que- 
sti termini è 5a46 , ossia cinque volte la quarta potenza delle 
decine moltiplicata per le unità, perchè esso non discende al 
di sotto delle decine di migliaia. Por considerarlo in partico- 
lare, si separeranno le 4 ultimo oifre sulla dritta, che non ne 
fanno parte , ed il numero 12915 che resta a sinistra , conter- 
rà questo termine una con le decine di migliaia provenienti dai 
termini che lo seguono. Si vede dunque che dividendo 12915 
per 5<i4 , ovvero cinque volte la quarta potenza delle 4 decine 
trovate , non si perverrà che ad una approssimazione fino alle 
unità. La quarta potenza di 4 è 256 ; il suo quintuplo si eleva 
a 1280 ; dividendo 12915 per 1280 , si troverebbe 10 per quo- 
ziente ; ma non si potrebbe mettere più di 9 alla radice , e 
bisogna ancora, prima di adottare questa cifra, saggiare se la radi- 
ce 49 data da essa quando si aggiunge alle 4 decine che di già si 
hanno , non produca una quinta potenza più grande del numero 
proposto. Si trova di questa maniera che bisogna diminuire il 
numero 49 di due unità , e che la vera radice è 47 , con un 
resto uguale a 2209000 ; poiché la quinta potenza di 47 è 
229345007 ; cioè a dire che la radice esatta del numero pro- 
posto cade tra 47 e 48. 

Se vi fosse un membro di più , si abbasserebbe per unirlo 
al resto della sottrazione della quinta potenza delle due cifro 
di già trovate dai due primi membri; si opererebbe su questo 
resto comesi è fatto sul precedente , e cosi di seguito. 

Pietro ciò che si è detto, è focile estendere al caso attualo 
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le regole dato tanto per estrarre la radice quadrata e la radice 
cubica delle frazioni, quanto per approssimare al vero le radici 
delle potenze imperfette di questi gradi. 

155. Per mezzo di procedimenti fondati sugli stessi prin- 
cipii , si perviene ad estrarre le radici delle quantità lettera- 
li : l’ esempio seguente basterà per indicare come si debba ope- 
rare per un grado qualunque. 

Si è trovata nel n° 143 la sesta potenza di 2r 3 — 5a 3 ; ri- 
prendo questa potenza per estrarue la radice sesta , e per que- 
sto la dispongo come segue: 



6k:c 8 — 960a 3 a: ,s -j- G000a fi :r” — 20000a 9 x 9 
4- 37o00a”:r« — 37500a>5;z 3 
— 64a:-* + 15625a' 8 



resto — GGOa 3 ^ 3 + ec. 



2a? 3 — 5a 3 



192*' 5 



La quantità proposta essendo ordinata rapporto ad a:, il 
suo primo termine dev’ essere la sesta potenza del primo ter- 
mine della radice ordinata della stessa maniera ; prendendo in 
conseguenza la radice sesta di Già:’ 8 , secondo la regola del 
n° 129 , si ha 2a; 3 . 

Elevando questo risultamento a sesta potenza , e sottraen- 
dolo dalla quantità proposta, il resto che si ottiene, comincia 
necessariamente dal secondo termine dello sviluppo della sesta 
potenza dei due primi termini della radice. Ora nella espres- 
sione 



(o -f- b) f — o® -J- 6a 5 6 -f- ec. 

questo termine è il prodotto di sei volte la quinta potenza del 
primo termine della radice pel secondo ; e se si dividesse per 
6a 5 , il quoziente sarebbe il secondo termine b. Bisogna dun- 
que formare il sestuplo della quinta potenza del primo termine 
2x 3 della radice , il che darà 

6 X 32ar ,s ovvero i92x l5 , 

e dividere per questa quantità il termine — 9G0O 3 #' 5 , col quale 
principia il resto dell’operazione precedente ; il quoziente — 5a 3 
è il secondo termine della radice. Per verificarlo, si elevereb- 
be a sesta potenza il binomio 2# 3 — 5a 3 ; ed il risultamento 
darebbe la quantità proposta. 

So la radice dovesse contenere un termine di pi fi , si tro- 
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rcrebbe , dopo l’ operazione ora fatta , un secondo resto cho 
principierebbe col sestuplo del prodotto della quinta potenza dei 
duo primi termini della radice pel terzo , e che bisognerebbe 
in conseguenza dividere per 6 (2x 3 — 5a 3 ) 5 : il quoziente sa- 
rebbe questo terzo termine della radice ; e si verificherebbe 
formando la sesta potenza dei tre termini trovati. Si procede- 
rebbe allo stesso modo per trovare tutti i termini seguenti , 
qualunque ne fosse il numero. 

Delle equazioni a due termini. 

156. Ogni equazione ove l’incognita si trova elevata alla 
medesima potenza in ciascuno dei termini che la contengono, 
può sempre ridursi a due termini , dei quali uno è 1’ aggrega- 
to di tutti i termini che contengono l’ incognita, e l’ altro costa 
della riunione di tutti i termini noti : ciò è stato osservato di 
già relativamente al secondo grado nel n° 105 , ed è facile con- 
cepirlo per un grado qualunque. 

Se si ha , per esempio , 1’ equazione 

a , x i — a 5 ò’ — 6<c 3 -{- acxP , 

trasportando tutti i termini affetti da x in un solo membro 
se ne dedurrà 

a’# 5 — acx 5 = 64c 3 -j- a 5 6’ , 
ovvero (a* — ac) x s = 64c 3 -j- a 5 6’. 

Se ora si rappresentano le quantità 

a* — ac con p , 64c 3 -f- a 5 6* con q , 

l’equazione precedente diverrà 

px s = q ; 

ed isolando la quantità x 5 , si avrà 



da cui si dedurrà 
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In generale ogni equazione a due termini Tenendo ridotta 
alla forma 

m 

j>x —q . 

dà allora 




e prendendo la radice del grado m di ciascun membro , si ha 




157. Bisogna osservare elio quando 1’ esponente m è un 
numero dispari , il radicale non avrà che un solo segno , che 
sarà quello della quantità affetta da esso radicale (131). 

Quando poi 1' esponente «» sarà pari , il radicale avrà il 
doppio segno + ; di più esso in tal caso sarà immaginario so 

la quantità è negativa , e la questione sarà assurda , come 
? 

pel secondo grado (131). Ecco alcuni esempi. 

L’ equazione a: 5 = — 102à dà 

5 

* = y ~ to2i = — i, 
perchè l' esponente 5 è dispari. 

L’ equazione = 625 dà 

4 

* = ±Ktì25 = ±5 , 

perchè V esponente ì è pari. 

In fine 1’ equazione #4 — — 16 dando 

4 

* = ± , 

non conduco che a valori immaginari , perchè l’esponente 4 
essendo pari , la quantità posta sotto il radicale è negativa. 

158. Prima di andare più innanzi , esporrò un fatto anali- 
tico che sarà utilissimo tanto pel rimanente di quest' opera > 
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quanto, pel di lei Complemento , e che per sò stesso è assai 
notabile : questo fatto analitico è, che tutte le espressioni x — a , 

x » — a’, x 3 — a 5 , ed in generale x m — a m (m essendo un 
numero intero positivo qualunque) sono esattamente divisibili 
per x — a. Per la prima espressione la cosa è evidente ; si sa 
inoltre che la seconda 



x * — a? — (a: — a)[x -f- a) (31) , 

e con la divisione si scomporrebbero facilmente le altre. Di- 
videndo parimente — a”* per x — a, si troverebbe per 
quoziente 

x -f- ax + a ' kx + ec * » 

l'esponente di x andando sempre diminuendo di un’unità , e 
quello di a aumentando nella stessa maniera ; ma in vece di 
andare appresso alle particolarità di questa operazione , sta- 
bilirò immediatamente l’ equazione 



m m 
x — a 



x — a 



m — ' , m — i . m — j 

— x -{-ax -j-a\r 



. m— a , 1 

. . +a x-f-a 



la quale può verificarsi , moltiplicando il secondo membro 
per x — a. Esso secondo membro diventa allora 



m , m — ' . m — > . m — a , m — » 

x -{■ ax -j -a'x -j-o — x 

— ax — a'x — a>x — a x — a ; 

tutti i termini della prima linea , a partire dal secondo , es- 
sendo gli stessi , ad eccezione del segno , che quelli i quali pre- 
cedono 1’ ultimo della seconda linea, resta , dopo la riduzione, 

solamente a;*” — a m ; vale a dire, il dividendo proposto. 

Bisogna osservare che di seguito al termine a'x™^ 1 viene 

necessariamente nella linea superiore il termine a}x m ~ i , che 
si trova distrutto dal suo corrispondente inferiore ; e che pari- 
mente nella linea inferiore si trova avanti al termine a m ~~ ' x 

un termine — a ‘ x', che distrugge il suo corrispondente su- 
periore. Questi termini non sono scritti , perchè si sottintendono 
compresi nella lacuna indicata dai punti. 25 
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159. Questa osservazione conduco a conseguenze impor- 
tantissime relativamente all’equazione a due termini x m = -. 

P 

Denotando con a il numero che si ottiene coll’estrazione 
immediata della radice , eseguita secondo le regole del n° 154., 
si ha 

9 m m m 

— — a ovvero x — a ; 

V 

e trasportando il secondo membro nel primo , viene 



La quantità x™ — a™ si divida per x — a , e si otterrà , 
pel numero precedente , 

x — a z=[x — a)(a; -f-a X-\-a ) : 

quest’ ultimo risultamento , che svanisce quando x = a , di- 
verrebbe egualmente nullo se si avesse 

x -\-ax a x-f-a =0 (116); 

c se esistesse in conseguenza un valore di x che soddisfacesse 
a quest’ ultima equazione , esso soddisfarebbe ugualmente alla 
proposta. 

Questi valori hanno coll’ unità relazioni semplicissime, che 

si scopriranno facendo x = ay ; con ciò 1 equazione x — a 
— 0 diverrà 



m m 
a y 



m A 

a = 0 



ovvero 



m 

y 



— i = o, 



e si otterranno i valori di x moltiplicando quelli di y pel nu- 
mero a. 

L’equazione y m — 1 dà in primo luogo 




m 

y=V\—i ; 



poi , dividendo y 



m 



— 1 



per y — 1 , viene 



m — ' . m — i , m — 3 

y -fy + y 



+ 3/’ + y + i i 
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« 



e questo quoziente essendo eguagliato a zero , dà l'equazione 
dalla quale dipendono gli altri valori di y , che avranno , al 
pari dell’ unità , la proprietà di soddisfare all’ equazione 

m m 

y — 1=0 ovvero y = 1 , 

cioè a dire che la loro potenza del grado m sarà l’ unità. 

Da ciò risulta questa conseguenza , singolare a prima vi- 
sta , che l'unità può avere altre radici oltre sè stessa. 

Queste radici , che sono negative o immaginarie , sono 
malgrado ciò di un uso frequente nell’analisi ; ma non posso far 
conoscere presentemente che quelle dei quattro primi gradi , 
imperocché col mezzo di ciò che precede solamente per questi 
gradi può risolversi l’equazione 

-f. ,/*-> + 1 = 0 

che le dà. 

Sia l.° m = 2 ; si avrà 

y' — 1 = 0, 

da cui si trae 

V = + 1 . y = — ì- 

2.° Facendo m = 3 , viene 



!/ 3 - 1 = 0 



da cui si deduce prima 
e poi 



y = i, 

y + y + i = o. 

Quest' ultima equazione essendo risoluta , dà 

— 1 + V~ò 1 — K^3 

*= 2 ’ y = 2 5 

cosi si hanno per questo grado le tre radici 

i. 1 -f. VH~3 _ i _ V~3 

y=i- y = — 2 ’ y=z — 2 
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Le due ultime sono immaginarie; ma se se ne fa il 
cubo , formando con le regole date nel numero 34 quello del 

numeratore , e se si osserva che il qua drato di "V 3 es- 
sendo — 3 , il di lui cubo è — 3 V— 3 , si troverà pure 
j/3 =r 1 , come per la radice y = 1. 

3.° Prendendo m = 4 , si ha 
y4 — 1 = 0 , 

da cui si cava 

y = i > 

poi y 5 + y 1 + v + * = 0 * 

che si riduce ad 

y (y + 1) 4- y + 1 = (v + *)(y* + — 0 * 

e di qui si trae 

y 1 = 0 , oppure y* + 1 = 0 , 
equazioni cho danno 

y = — 1. y = +V— 1 . y = — V— 1 '• 

le quattro radici della proposta equazione sono dunque 

y = -j-l, y = — 1, y = + ^ — 1 > y = — V —l. 

Di questi quattro valori due solamente sono reali , e gli 
altri due immaginari. 

Coteste quattro radici si sarebbero anche trovate osser- 
vando che 

y4-l=(y’-l)(y’+l), 

donde risulta successivamente 

y’ — 1 = 0, y> 1 = 0. 

Questa moltiplicità di radici dell’ unità dipende da una 
legge generale delle equazioni , in virtù della quale un’ inco- 
gnita ammette tanti valori quante sono le unità dell’ esponente 
del grado dell' equazione che la. determina ; e quando la qui- 
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gtione non comporta questo numero di soluzioni reali , esso è 
completato da simboli puramente algebrici , i quali , -venendo 
sottomessi alle operazioni indicate nell’ equazione , la verificano. 

Segue da ciò , che le radici dei numeri hanno due specie 
di espressioni o di valori ; la prima , che chiamerò determi- 
nazione aritmetica, è il numero che si trova col metodo espo- 
sto nel n° 154, e che è unica per ciascun caso particolare ; 
la seconda comprende i valori negativi e le espressioni imma- 
ginarie , che distinguerò col nomo di determinazioni algebriche, 
perchè esse non debbono la loro esistenza che alla combina- 
zione dei segni dell'Algebra. 

Delle equazioni che possono essere risolute come quelle 
del secondo grado. 

160. 11 carattere di queste equazioni consiste in questo , 
che desse non contengono che due potenze differenti dell' inco- 
gnita , e che l’ esponente dell’ una è doppio di quello dell’ al- 
tra ; la loro forinola generale è 

x^ m -J- px m — q , 

p e q essendo quantità cognite. 

Se si prende dapprima x m per l’incognita, ovvero se si 
pone x m = u , si avrà 

*2 m = «>, 

e di qui 

u’-f pu—q, 

"=— ± [/v + jp* ( 109 ); 

rimettendo x m per « , verrà 
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equazione a due termini , poiché 1’ espressione 

— \v±\/ 8 + -fP’ • 

non contenendo che operazioni conosciute , da effettuarsi sopra 
quantità date , deve riguardarsi come quantità del tutto nota. 

Rappresentaudo con a e con a 1 i due valori di questa 
espressione , si avrà 

x m = a ed x m — a* , 

donde si trarrà 

m m__ 

x=zVa cd x = Va'. 

Se l’ esponente m fosse pari , in vece dei duo valori scritti 
qui sopra , se ne avrebbero quattro , poiché ciascun radicale 
sarebbe suscettibile del segno + : ne verrebbe 

x z= -j- Va , x — — Va, 

i n w 

x = + Va', x — — VH' ; 

e questi quattro valori sarebbero reali se le quantità a ed a' 
fossero positive. 

Tutti i valori di x saranno compresi in una sola forinola , 
indicando immediatamente la radice dei due membri dell ’ equa- 
zione 

* m — — \p ± \/ <1 + -J** * 

i che darà 

m — - ■ 

Il problema seguente conduce ad un’ equazione di questo 
genere. 

161. Risolvere il numero 6 in due fattori tali, che la som- 
ma dei loro cubi sia 35, 
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Sia cc uno di questi fattori , 1* altro sarà — * t e si avrà , 



x 



216 



mediante la somma dei loro cubi x 5 e — , l’equazione 






che riducesi ad 

afi -f- 216 = 35a- 5 , 

ovvero ad 

cc e — 35^ = — 216. 

Se si riguarda a: 5 corno l’ incognita , si otterrà , con la 
regola delle equazioni del secondo grado , 




Effettuando i calcoli numerici indicati , si troverà 

(~y~ 

e per conseguenza 



*>=l 5 + “ = “_2, 

2 T 2 2 — * 1 ' 



*>=S_'1 = Ì?_ 8 ' 
2 2 2 — 
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x = V il = 3 , 



a- = K 8 = 2 . 

Il primo valore dà pel secondo fattore 



3 ’ 



ovvero 2 , 



mentre il secondo valore conduce a — , ovvero a 3 ; si ha 

dunque in un caso 3 e 2 pei fattori cercati, e nell’altro 2 e 3. Que- 
ste due soluzioni non differiscono adunque l’una dall’altra che 
per un cangiamento d’ordine nei fattori del numero dato 6 . 

162. Le equazioni che ho considerato ora , sono egual- 
mente comprese nella legge generale enunciata nel n° 159 ; poi- 

in m 

che bisogna moltiplicare i valori di Va, Va' per le radici 
dell’ unità nel grado m. 

Applicando questa considerazione all'equazione 
x e — 35*3 — — 21G , 
si troveranno le sci radici seguenti : 
i = 1X3, x = 1X2 



x 



__ — 1 + K— 3 



X 3, 



_ 1 4 . V— 3 
2 



X2, 



-i-v~a 

* = s X 3 , 



— 1 — V — 3 



X 2 , 



di cui le due prime sono le sole reali. 
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DI calcolo dei radicali. 

163. 11 gran numero dei casi nei quali le radici non pos- 
sono estrarsi esattamente, e la lunghezza dell’operazione necessa- 
ria a line di ottenerle per approssimazione, hanno indotto gli al- 
gebristi a proccurare di eseguire immediatamente sulle quantità 
sottomesse ai segni radicali le operazioni fondamentali indicate 
sulle di loro radici , ed a renderne , per quanto era possibile , 
più semplici i risultamenti , di maniera che 1’ estrazione della 
radice , che è l’ operazione la più complicata , fosse stata ri- 
messa alla tino del calcolo , per non doverla praticare che sopra 
i più piccoli numeri o sulle espressioni le più semplici che le 
quistioni proposte potessero comportare. 

L’addizione e la sottrazione delle quantità radicali dis- 
simili non possono che indicarsi coi segni -f- e — . Per esem- 
pio , le somme 

V a Va , 

le differenze 

Va -Va, 



Và+Vb , 



Va — Vb 



non sono suscettibili di altra espressione. 

Non sarebbe lo stesso della quantità 

s__ J 5c J _ 

kaVtb + VlWb — — ,K2a66 , 

ad 



perchè i radicali clic la compongono possono divenir simili col 
mezzo della semplicizzazione indicata nel u° 130. Si osserve- 
rebbe dapprima che 



3 3 

1 A 10 a s b — V 8a 3 . 2 b ovvero a 



3 _ 

2aV'2b , 



3 3 

V 2 a e b = Va 6 . 2 b 



i 

ovvero ad a 5 K26 ; 

20 
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cosi verrebbe 



3 3 

kaV 26 -J- 2 a V ìb 



5 a'c 
ad 



K26, 



e riducendo , si otterrebbe 



3 K ac 3 _ 

GaV^b — V 26 ovvero {6ci — 5c) — K26 , 

16i. Relativamente alle altre operazioni, il calcolo dei radi- 
cali è fondato sopra questo principio altra volta citato : Se si eleva- 
li o i differenti fattori di un prodotto ad una medesima potenza, il 
prodotto sarà elevato a questa potenza. Da un altro lato è ma- 
nifesto , che una quantità radicale si eleva alla potenza dello 
stesso esponente di questo radicalo , togliendo via il segno ra- 

7 _ 

dicale. Per esempio , V a elevata alla settima potenza , è a 
solamente , poiché quest’ operazione , inversa di quella indicala 

7 _ 

dal segno V , non fa che ridurre al suo stato primiero la quan- 
tità a. 

Ciò posto , se , per esempio , nell’ espressione 
Va xVò 

si tolgono i radicali , il risultamento ah sarà la settima po- 
tenza del prodotto indicato qui sopra ; e prendendo la radice 
settima , se ne conchiuderà 



7 _ 7 _ 7 

Va X Vb — Vab. 

Questo ragionamento , che può applicarsi ad ogni altro 
caso , dimostra che , per moltiplicare due espressioni radicali 
dello stesso grado , bisogna fare il prodotto delle quantità sottopo- 
ste ai radicali , e poi sottoporlo ad un radicale dello stesso grado. 
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Per mezzo di questa regola si ha 

3V2 ab* X 7Vòa*Ò€ = 2lKlO aWc = 

21 a’b 1 KlOc ; 

iK a J — 6 1 X VV+6’ =4 K(a* -r- 6>)(a* 4. b>) = 

a4 — 64 ; 

5 5 




per la ragione che 

«4 — 64 = (a 1 + 6 3 )(a’ — 6 3 )* 

1C5. Se si considera che la settima potenza dell’espressio- 

7 

Va a 

fte - — > per esempio, è , si conchiuderà , prendendo la 

Vb 
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radice settima di quest' ultimo risultamento , che 




r da ciò segue che , per dividere t' una per l'altra due quantità 
radicali dello stesso grado , bisogna prendere il quoziente delle 
quantità sottomesse ai radicali , ed apporvi un radicale dello 
stesso grado. 

Si trova con questa regola che 




166. Segue dalla regola della moltiplicazione dei radicali 
dello stesso grado , data nel n° 16's , che , per elevare una 
quantità radicale ad una potenza qualunque , basta elevare a < ine- 
tta potenza la quantità sottomessa al radicale, ed assoggettare il 
risultamento a questo stesso radicale ; poiché, per esempio, ele- 
vare Y ab a terza potenza , è lo stesso che effettuare il prodotto 



5 _ 5 _ s 

VabxVabXVab; 

e come i radicali sono dello stesso grado, bis< gna (lGi) nitT- 
tiplicare tra loro le quantità affette da essi , e poi mettere il prò- 



Digitized by Google 




DI A L U E I! R A. 



205 



dotto sotto il radicale , il che dà 

5 

\ / 'a s b i . 



Similmente Va'b* elevato a quarta potenza, dà Va*b l * , 
che riducesi ad 

àbVabs , 

scomponendo a^b” in a 7 L 7 X ab s , e prendendo la radice del 
fattore a 7 W (130). 

Giova osservare inoltre che quando l’esponente del radica- 
le è divisibile per quello della potenza alla quale si eleva la quan- 
tità proposta , l'operazione si effettua dividendo il primo espo- 
nente pel secondo. Per esempio , 




, , 6 

perche — - — 3. 

jL 

6 _ 

In fatti Va rappresenta una quantità che è sei volte fat- 

3 

toro in a , e la quantità V a , che si ottiene dividendo 1’ espo- 
nente 6 per 2 , non essendo che tre volte fattore in a , equi- 
vale per conseguenza al prodotto di due dei primi fattori ; essa 
è dunque la seconda potenza di uno di questi fattori , ossia 
6 _ 
di V'o. 

Lo stesso ragionamento si applicherebbe all’esempio scritto 
ui sotto , ed a tutti gli altri possibili : 




167. Invertendo le regole dell'articolo precedente, si ot- 
tengono quelle che bisogna seguire nell’ estrazione delle radici 
dalle quantità radicali. 
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Si vede subito , per la prima regola , che se gli esponenti 
delle i quantità sottomesse ai radicali sono divisibili per quello della 
radice che vuole estrorsi , i operazione si eseguirà come se non 
ci fosse punto il radicale , ed al risullamento si apporrà il ra- 
dicale primitivo. 

Si trova , per esempio , che 





s 




4 3 

V" a 4b s — ~Vab* . 



Dalla seconda regola del numero" precedente si conehiude 
che V estrazione della radice delle quantità radicali s’indica in 
generale , moltiplicando V esponente del radicale per quello della 
radice che si vuole estrarre. 

Per quest’ ultima regola si trova che 




5 

Ed in vero ^ aA è una quantità che è cinque volte fattore 

5 _ 

in a4 (21 , 129) ; ma la radice cubica di Jd a 4 , dovendo essere 
ancora tre volte fattore in quest’ ultima quantità , si tro- 
verà 5X3 volte , ovvero 15 volte fattore nella prima er» : duu- 



que 



]/y7i=Vài- Si |,roverebLu 



che 



,/ 3 - ,5 ~ 

V ya-i—V 111 



allo stesso modo 
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168. Poiché moltiplicando l' esponente della quantità sot- 
toposta ad un radicale per un numero (ICC) , s’ innalza la ra- 
dice indicata alla potenza espressa da questo numero ; e mol- 
tiplicando similmente per lo stesso numero l’ esponente del ra- 
dicale (167) , si estrae dal risultamento una radice di grado 
eguale a quello della potenza che si è formata , ne segue che 
questa seconda operazione riduce al suo primitivo stato la 
quantità proposta. 

5 _ 31 

L’ espressione V a 3 , per esempio, può trasformarsi in Ka”, 
la quale espressione si ottiene moltiplicando per 7 gli esponen- 
ti 5 e 3; poiché moltiplicare per 7 l’esponente di a 3 , è lo stes- 

s 

so che formare, col radicale V a JI per risultamento, la settima po- 
tenza del radicale proposto, c moltiplicare poi per 7 Posponente 5 
s 

del radicale Va?' , equivale a prendere la radice settima del ri- 
sultamcnto , operazione che distruggo 1’ effetto della prima. 

169. Con questa doppia operazione si riducono allo stesso g ra- 
do i radicali di gradi differenti, qualunque nc sia il numero , mol- 
tiplicando simultaneamente V esponente di ciascun radicale e quelli 
delle quantità ad esso sottoposte pel prodotto degli esponenti di 
lutti gli altri radicali. L’ identità dei nuovi esponenti dei radi- 
cali è evidente per sé medesima , poiché essi sono formati dal 
prodotto di tutti gli esponenti dei radicali primitivi ; ed in 
virtù di ciò che precedo , < iascuna quantità radicale non ha 
punto cangiato di valore. 

Si trasformano con questa regola i radicali 



V tfb* e 


VcìcP 


35 


35 


in Va*'b'4 e 


Vc">d' 5 ; 


similmente le tre quantità 




3 5 


7 


V ab 1 , Vac' , 


Kwc 3 
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divengono respettivamcnte 

io5 i®5 “>s 

Va ì5 ò’° , Vai *c 6ì , Vb**c* s ’ 

Se sotto ai Tadicali si trovassero numeri, bisognerebbe ele- 
varli alla potenza indicata dal prodotto degli esponenti degli altri 
radicali. 

170. Parimente ti pub portare sotto il radicale un fattore 
che ne è fuori , elevando questo fattore alla potenza indicata dal- 
l’ esponente del radicale. 

Si cangerà , per esempio , 

s a _ 3 

a’ in Ka 10 , e c 2aV b in V 8 a ì b . 

171. Dopo di aver ridotto allo stesso grado con la trasfor- 
mazione precedente i radicali qualunque , vi si applicheranno 
senza ditlìeoltà le regole date nei n ri lGà e Ilio per la mol- 
tiplicazione e per la divisione delle quantità radicali dello stes- 
so grado. 

Sia in generale 

, m » 

l/a"V X l/iV , 

trasformo (1G9) 

m n' 

|/ aV ( l/ b r c 

mn fnn 

,n |/ a np b nq , t/ b mr c ms ; 

e la regola del n° 16'* darà 

mn mn tim 

l / a np b nq X | / b mr c™ = V <? V b" V+ mr c m ‘ 
pel prò lotto dei radicali proposti. 
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Si ha pure pel n“ 1G5. 
m mn 



\Z ahi a np h nq | / a n V b "q i/ a np b n 1 ~ mr 

n , mn , V .mrtuj ' ms 

j/tv Vf— 



ttnr^nis 



Osservazioni sopra alcuni casi singolari chi calcolo 
dei radicali. 



172. Le regole allo quali è stato ridotto il calcolo dei ra- 
dicali , si applicano senza difficoltà alle quantità reali ; ma trat- 
tandosi di quantità immaginarie, queste regole indurrebbero in 
errore , se non venissero accompagnate da alcune osservazioni 
che riguardano lo proprietà delle equazioni a due termini. 

Per esempio , la regola del n° 161 dà immediatamente 

V — a X y — a = y — a X — a = Va 1 ; 

e se si prendesse -f- a per Va* , il risultamcnto sarebbe visi- 
bilmente falso , poiché il prodotto V— a X K — a , essendo 

il quadrato di y — a , dee ottenersi togliendo via il radicale, ed 
è per conseguenza eguale a — a. 

Bézout ha benissimo spiegata questa difficoltà , osservan- 
do che quando s’ ignora di qual maniera sia stato formato il 
quadrato a 1 , e se ne domanda la radice, dee assegnarsi egual- 
mente -j -a e — a ; ma che quando si sa anticipatamente quale 
di queste due quantità sia stata moltiplicata per sé stessa a line di 
produrre a 1 , non è più permesso , allorché si ritorna sui pro- 
pri passi , di prenderne un’ altra. Questo caso è evidentemente 

quello dell’ espressione V — a X y — a: si sa allora che la 

quantità a’, posta sotto il radicale Va 1 , derivada — a 
moltiplicata per — a ; cessa dunquo l’ ambiguità ; e quando si 
ritorna alla radice , bisogna scrivere — a. 

Lo stesso imbarazzo avrebbe pur luogo relativamente al 
prodotto Va X Va, se non fossimo indotti dal non esservi 

27 
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alcun segno — nell’ espressione a prendere immediatamente 

il valore positivo di Va*. Avrebbe dovuto altrimenti riflettersi 
che in questo caso a* venendo da -f- a moltiplicata per -f- a , 
la sua radice dee necessariamente essere -f- a. 

Questi ragionamenti non lasciano alcun dubbio sul caso 
particolare che si è considerato ; ma ve n’ ha altri che 
non possono spiegarsi chiaramente che mediante lo proprietà 
delle equazioni a due termini. 

4 _ 

173. Se, per esempio, si domandasse il prodotto V a V — 1 , 
riducendo il secondo radicale al medesimo grado del primo 
(169) , si avrebbe 

4 _ 4 4 4 4 __ 

Va X V[ — 1)* = K? X K+l —Va, 

risultarr.ento reale , benché sia evidentissimo che la quantità 

4 _ 

reale V a , moltiplicata per la quantità immaginaria V — 1 , 
debba dare un prodotto immaginario. Non bisogna credere in- 
4 _ 

tanto che 1’ espressione V a sia del tutto falsa , ma solamente 
che essa vien presa allora in un senso troppo particolare. 

4 _ 

In fatti V a , considerata algebricamente, essendo l’ espres- 
sione dell’ incognita x nell’equazione a due termini 

a; 4 — a — 0 , 

è suscettibile di quattro determinazioni differenti (159) ; poi- 
ché se si fa a = , rappresentando con * il valore numerico 

4 

di Va, astrazion fatta dal di lui segno , ovvero la determina- 
zione aritmetica di questa quantità , si avranno i quattro valori 

“X + l, *X — 1, “X + V^, « X — V—l, 

■ dei quali il terzo è precisamente il prodotto proposto. 

Con lieve riflessione facilmente si conoscerà la cagione 
dell’ ambiguità testò osservata. Elevando a quadrato la quan- 
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tìtà — 1 , per trasformare il radicale del secondo grado in uno 
del quarto , si perviene a 1 > che può nascere tanto da 
+ 1 X + 1 , quanto da — 1 X — 1 . la qual cosa introduce 
4 _ 

nella quantità Kl le due nuove determinazioni -f- 1 o — 1 , 
elio non si trovavano affatto in V — 1. 

Lo stesso accade generalmente per effetto delle moltipli- 
cazioni che si eseguono sotto i radicali (171) ; ed il prodotto 
m_ n 

y u X VT , dipende da un’ equazione del grado mn , il che 

m_ n _ 

può ancora comprendersi osservando che Va e Vb denotano 
i valori di x e di y nelle equazioni 

x m = a „ y—b (159). 

Cosi se si elevano i due membri della prima alla poteh? 
za n , e quelli della seconda alla potenza m , si avrà 

wn ». vnn ,to. 

x = a , y =b ; 

e moltiplicando queste nuove equazioni membro per membro, 
ne risulterà 



mn 

mn mn . .mn n m ... I / „ n , 

x y = [xy] — ab , e di qui xy — y a 0 . 

Altronde si concepisce facilmente che il prodotto xy debba 
avere mn determinazioni , poiché per formarlo , può combi-. 
narsi successivamente ciascuna delle m determinazioni di x con 
ciascuna delle n determinazioni di y , il che dà mn risulta- 
menti. 

Quando trattasi di quantità reali , la scelta non è imba- 
razzante , perchè il numero delle determinazioni di questa spe- 
cie non supera giammai due (157) , e queste due determina- 
zioni non differiscono che pel segno. 

174. Facendo uso della trasformazione adoperata nel n” 
159 , si fa cadere tutta la difficoltà sulle radici di -f- 1 , o 
di — 1 ; perciocché se si pone x = *1 ed y = j5« , * e (5 
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m n 

denotando le determinazioni numeriche di Va , V(, t senza 
aver riguardo al segno , lo equazioni 



0 

II 

13 

1+ 


y n +b = 0 , 


diventano 




t m + 1 = 0 , 


0 
11 

1 + 


e se ne ricava 1’ espressione 




m n _ 


m 



zj = K + aXK± ll =^ h::: *i i ^±lXl / Ì li 

»n__ n _ 

nella quale rappresenta il prodotto dei numeri ~V a , 'Vb , 
ovvero la determinazione aritmetica della radice del grado wm 

del numero a n b m . . 

Quando si vorrà particolarizzare il prodotto dei radicali 

«i n 

|/"+ a , V + b per una determinazione speciale di questi ra- 
dicali , bisognerà trovare , mediante le equazioni 

+ 1 = 0 , u" + 1 = 0 , 

m n 

le diverse espressioni di'K+l, V+ 1 , e combinarle con- 
venevolmente ('). . 

Del resto queste operazioni non si presentano ordinariamen- 
te che per alcuni casi assai semplici , di cui i principali sono : 

l.° V^a X V—b = VàxVb (V=l X V^t) i 



», », 

(*) Quando l’esponente m è dispari , V— 1 = — V + 1 ; ma qnnn- 
do è pari, ciò non ha luogo. Allorché, per esempio, m = 4, si trova clic 

-|- 1 = (jf* + y V2 + i)(y’ — y + 1); 

od eguagliando a zero ciascuno di questi fattori, si ottengono le qual- 
4 1 

irò espressioni di \ ( Si vegga il Complemento. ) 
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